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Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen 
honogenen Functionen von n Differentialen. 

(Von Herrn R. LipschiU in Bonn.) 



üit einer jeden ganzen homogenen Function oder Form von n Dif- 
ferentiale correspondirt ein bestimmtes isoperimetrisches Problem, bei dem 
die in deform vorkommenden Variabelen als abhängig von einer independenten 
Variabele) aufgefasst werden. Daher correspondirt mit der Form auch das 
entsprechlde System von isoperimetrischen Differentialgleichungen. Die voll- 
ständige legration desselben lehrt ein System von Functionen der in Rede 
stehenden ihängigen Variabelen kennen, welche, an die Stelle der ursprüng- 
lichen Vaibelen als neue Variabele in die gegebene Form substituirt, eine 
Form von ^merkenswerlher Beschaffenheit hervorbringen. Wegen der Auf- 
stellung diW Syslems von neuen Variabelen und wegen der Begründung 
verschieden Thatsachen^ die bei der Entwickelung des Folgenden voraus- 
gesetzt weWi, erlaube ich mir auf einen früheren Aufsatz zu verweisen*). 
Da für zwe^ormen, die durch eine beliebige Substitution in einander trans- 
formirt wei^ können, die bezeichneten, sich gegenseitig entsprechenden 
Systeme vonkien Variabelen durch homogene lineare Gleichungen mit constanten 
CoefficientenUbunden sind, so darf man bei jeder der beiden Formen diese 
neuen Variatin als Normalvariabelen, und die durch Einführung derselben 
entstehende PVi als Normaltypus der betreffenden Klasse von Formen ansehen. 
Das Studium ^ Normallypus bildet dann einen sachgemässen Ausgangspunkt 
für das Studiider Klasse von Formen. 

Zur Elschung der Eigenschaften des Normaltypus liefern diejenigen 
Betrachtungen 1 geeignetes Hülfsmittel, welche Hamilton und Jacobi über die 
isoperimetriscMProbleme angestellt haben. Denselben kann man nämlich 
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unter den obwaltenden Umständen eine solche Wendung geben, dass ihr Resultat 
die Darstellung des vollständigen Differentials einer ganzen homogenen Function 
der Normalvariabelen wird, welche mit dem Normaltypus der betreffenden Form 
nahe zusammenhängt. Die Anwendung dieses Resultats führt zu der Auf- 
findung allgemeiner Eigenschaften des Normaltypus, und demnächst lu einer 
sehr einfachen Umformung der zweiten Variation für das zugehörige isoperi- 
metrische Problem. 

Bei jeder Form des zweiten Grades von n Differentialen gieh es eine 
zu derselben covariante quadrilineare Form, welche darüber entscheid't, ob die 
gegebene Form in eine Form mit constanten Coefficienten transformH werden 
kann oder nicht; die quadrilineare Form verschwindet im ersteren Falbidentisch, 
im zweiten Falle nicht. Ausser dieser quadrilinearen Form kann man eine 
zweite quadrilineare Form aufstellen, die ebenfalls die Beschaffeheit einer 
Covariante hat, und dann den Quotienten der ersten quadrilinearen Fon durch die 
zweite quadrilineare Form bilden. Die bezeichneten allgemeinen E^enschaften 
des Normaltypus gestatten nun, denjenigen Begriff, den Riemanmls die Er- 
weiterung des Begriffs des Gaussischen Krümmungsmasses in diei^heorie der 
quadratischen Formen eingeführt hat, durch den Quotienten der bden quadri- 
linearen Formen explicite analytisch darzustellen. Bei einer g^issen, von 
Rieniann angegebenen, speciellen Form von n Differentialen wird ner Quotient 
gleich einer Constante. Indem ich nun für diese specielle Form dcNormaltypus 
wirklich bildete, und denselben mit dem allgemeinen Normaitypu^iner quadra- 
tischen Form von zwei Differentialen verglich, bemerkte ich die Uereinstimmung 
von gewissen Merkmalen, und dies bewog mich, alle Klassen v^quadratischen 
Formen, welchen diese Merkmale gemeinsam sind, als ein eschlecht von 
Formen zusammen zu fassen. Unter den Eigenschaften dieses Schlechtes er- 
wähne ich die eine, dass, wenn man den Quotienten der beid quadrilinearen 
Formen durch eine gewisse Substitution so umwandelt, das^er Zähler und 
der Nenner Formen von nur zwei Systemen independenter Diffintiale werden, 
der Quotient eine von der Wahl dieser Differentiale unabhängi Grösse werden 
muss. Und es gilt auch der umgekehrte Satz, dass, wenn derr eine gegebene 
Form gebildete Quotient der beiden quadrilinearen Formen du die betreffende 
Substitution in eine von den Differentialen unabhängige Gre übergeht, die 
gegebene Form nothwendig dem definirten Geschlecht vonormen angehört. 
Hieraus ergiebt sich die Folgerung, dass eine beliebig gejsne Form in die 
erwähnte At6iiiai»i»sche Form transformirt werden kann odeicht, je nachdem 
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der Quotient der beiden quadrilinearen Formen ohne eine besondere Voraus- 
setzung über die eingehenden Variabelen und Differentiale gleich einer Constante 
wird, oder nicht. 

Einer jeden gegebenen Form des zweiten Grades von n Differentialen 
ist immer eine lineare partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung zu- 
gehörig, die bei einer gewissen Form in die Lapktcesche partielle Differential- 
gleichung übergeht. Aus den angedeuteten allgemeinen Gesichtspunkten ergiebt 
sich eine Eigenschaft dieser Differentialgleichung, und diese Eigenschaft liefert 
für gewisse Formen, zu denen auch die erwähnte Riemannsche Form gehört, ein 
Integral .der partiellen Differentialgleichung, das als eine Verallgemeinerung des 
Potentials betrachtet werden kann. 

Ente Abthellans« 



Es bezeichne, wie in der früheren Arbeit, f{dx) eine Form des p^^^ 
Grades von den n Differentialen dx^^^ deren Coefficienten von den Variabelen x^ 



beliebig abhängen, und bei der die Determinante 



öY((te) 



= J nicht 



ddxaddx^ 

identisch verschwindet. Die Zeiger a, 6, c, . . . durchlaufen stets die Reihe der 
Zahlen von 1 bis n. Zu der Form f{dx) gehört das isoperimetrische Problem, 
die Variabelen x^ in der Weise als Functionen einer independenten Variabele 
t zu bestimmen, dass die erste Variation des zwischen festen Grenzen ge- 
nommenen Integrals 

verschwindet. Setzt man -^ = ar« , und bildet die vollständige Variation 






SO entsteht das System der isoperimetrischen Differentialgleichungen 
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Dasselbe sei in der Weise vollständig iniegrirt, dass die Variabelen x^ für 
den Werlh l = t^^ die Bedingungen x^ = x^ (0), x^ = x^ (0) erfüllen. Alsdann 
haben die Grössen x^ die Eigenschaft, reine Functionen den» Elemente ^((O) 
und der n Elemente {t—Qx^{0) =^u^ zu sein*). Indem man jetzt die n Ele- 
mente x^{0) als constant, die n Elemente u^ als veränderlich betrachtet, werde 
die Form f{dx) durch die Einführung der neuen Variabelen u^ transformirt, 

so dass die Gleichung 

(4.) f{dx) = ip{du) 
hervorgeht. 

Die Variabelen u^ fasse ich als Normal variabelen, die Form tp [du) als 
Normaltypus der Form f{dx) auf. Sobald die Form f{dx) durch die Sub- 
stitution von beliebigen neuen Variabelen yi in eine Form g (dy) transformirt, 
und aus dieser, der Form (p{du) genau entsprechend, die Form xi^z) abge- 
leitet wird, so stehen die Formen (p(du) und x(dz) durch eine Substitution in 
Verbindung, bei der die Variabelen t^ lineare Functionen mit constanten Coef- 
ficienten der Variabelen Zi sind **). Die Art dieses Zusammenhanges steht aber 
auf einer andern Stufe^ als die Art des Zusammenhanges zwischen den Formen 
f(dx) und g{dy). 

Wenn man die CoeRicienten der Form ^{du) nach den positiven Po- 
tenzen und Producten der positiven Potenzen der Grössen u^ entwickelt, und 
das Aggregat der Glieder von der Ordnung q in (p{du) mit [(pidu)]g be- 
zeichnet, so verwandelt sich bei dem Uebergange von der Form (p{du) zu 
der so eben erwähnten Form xi^^) wegen des linearen Charakters der Sub- 
stitution der Ausdruck [(p(du)]g in den entsprechenden Ausdruck [xidz)]^. 
Der Ausdruck [(p{dn)]i)^ welcher aus (p{du) entsteht, indem die Grössen u^ in 
sämmtlichen Coefficienten gleich Null gesetzt werden, kann auf folgende Art 
näher bestimmt werden. Die Form (p{du) geht aus der Form f{dx) hervor^ 
wenn die Differentiale dXf^ durch die Ausdrücke 

(8.) *r. = ^*,+ ^d.,+ ...+^A. 

das 

ersetzt werden. Betrachtet man die Grössen x^ und 3-^ als abhängig von 
der Variabele /, so wird bei der Voraussetzung, dass /=/(, sei, Xa=^x^{0) 
und -Q-^ = a,,» , das ist, gleich 1 oder gleich Null, je nachdem a, 6 einander 



*) Bd. LXX, pag. 89. 
*•) Bd. LXX, pag. 88. 
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gleich sind oder nicht *). Werden nun x^ und ^-^ als abhängig von den 

Elementen x^{0) und u, angesehn, so trifft die Voraussetzung / = /o mit der 
Voraussetzung zusammen, dass die n Grössen u, gleichzeitig verschwinden. 
Bei dieser Voraussetzung wird also Xf, = x^{0) und dx^ = du^. Bezeichnet 
man daher diejenige Form, in die sich f{dx) durch die Gleichungen x^ = x^{(y) 
verwandelt, mit fn^dx)^ so kommt für den Ausdruck l(p{du)]u die Darstellung 

Es ist zweckmässig, schon jetzt die Ausdrücke -^ unter der Annahme 

zu bilden, dass die Grössen x« durch die Elemente Xf,[0) und «i» dargestellt 
sind. Vermöge der Definition der Grössen Uf^ ist 

dut _ IIb 
Tt /~<o ' 

und daher folgt aus (5.) die Gleichung 

dXa dXa U. , dXa M, , , dXa «» 



+ 3r^T-^+-- + 



dt Ott, < — t ^ du^ t—t^ du^t — t^ 

Setzt man 



so kommt 



(t-k,)^ = ->^ 



/m \ ^Xa , dXa , , dx^ 



Diese Grössen t?« sind also reine Functionen der Elemente Xf^{0) und 
fij. Sieht man die Grössen «^ =(<—<,,) a?«(0) als abhängig an von den Ele- 
menten 0:^(0) und x^^ so tritt der beachtenswerthe Umstand hervor, dass bei 
der Vertauschung jedes Elements Xt{0) mit dem entsprechenden Elemente x, 
.eine jede Grösse 1*^ in die entsprechende Grösse — ©«= — (<— 'ü)^a v©**" 
wandelt wird. 

2. 

Nachdem das System Differentialgleichungen (3.) in der vorgeschriebenen 
Weise integrirt ist, kann man die Werthe x^, in den Constanten ^^^(O) und 
x^{0) und der Grösse / ausgedrückt^ in das Integral £> substituiren, so dass 
dieses eine Function der Grössen Xf,{0)^ ^tCO)? ' yrivA. Die Methode von 
Hamilton und Jacobi gründet sich dann auf die Darstellung der ersten Variation 



« 
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von S, Wenn man zunächst die Elemente Xf^{0) und x^(0), jedoch nicht das 
Element t^ variirt, und die entsprechenden Variationen mit {dS)^ {^^J be- 
zeichnet, so folgt aus den Gleichungen (2.) und (3.) die Relation 

(8.) (<JS) = 2:^iöx,)-^^^^dx,{0). 

ö OXa « dXa(0) 

Variirt man auch das Element t, und nennt die bezüglichen vollständigen Varia- 
tionen dSy öx^^ so gelten die Gleichungen 

dS = {dS) + f{x) dt, dx, = {dx,) + X, St, 

und diese, in (8.) substituirt, liefern das Resultat 

^ « OXa • OXa « 00?^ (0) 

Weil nun f(x) eine homogene Function p^^^ Grades von den Grössen 
x'a ist, SO hat man 

^ — — 7— a?a = Pfi^h 

« OXa 

Ferner gilt für die Gleichungen (3.) das Integral 

(10.) /^(a:')=/o(a:'(0)) = A, 
und die Function S lässt sich ohne Integralzeichen, wie folgt, darstellen 

Unter diesen Verhältnissen nimmt daher die Gleichung (9.) die folgende Ge- 
stalt an 

« OXa • OXa(yJ 

m 

Man kann nun die Frage aufwerfen, durch welchen Factor die linke Seite 
dieser Gleichung, welche nur die Bestandtheile (<— Aj) und h enthält, ein voll- 
ständiges Differential werde. Es ergiebt sich, dass durch Hinznfflgung des 
Factors {t — toY~^ ^^^ Differential ^((<-~/u)''A) entsteht. So gelangt man zu 
der Relation 

(11.) d{{t-t,,yh)=it-t„r'^^dx,-{t-t„r'£^^^dx,iO). 

« OXa • oajt(0) 

Dieselbe erhält ihre eigeuthOmliche Bedeutung abermals durch die Homogeneität 
der Function f{x'). Denn weil («-«ü)«^ = r.^ ('-«i))a?l(0) = w« ist, so 
hat man 
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In Folge der Gleichung (10.) ist also 

und die Gleichung (11.) verwandelt sich in die Gestalt 

Diese Gleichung, in welcher die Grössen u^ und f>c als abhängig von den 
Elementen x^ und a?a(0) aufgefasst werden, ist das Werkzeug, welches zum 
Studium des Normaltypus (p{du) gebraucht werden wird. 



3. 

Da die Gleichung (7.) aus der Gleichung (5.) entsteht, indem jedes 
dUf, durch v^ und gleichzeitig jedes dx^^ durch r^ ersetzt wird, so erhalt man 
aus jeder Relation zwischen den Diiferentialen djc^ und dUf, eine neue Relation, 
indem man v^ fflr x^^ und Uf, far du^ substituirt. Das Ergebniss einer solchen 
Substitution von Uf^ statt dUf, in einem Ausdruck F{du) möge mit lF{du)] be- 
zeichnet werden. Dann folgt aus der Definitionsgleichung des Normaltypus 
(4.), und der Gleichung (lO''.) die Gleichung 

(13.) At^)=/o(«) = [yW]. 

Dieselbe liefert einen Ausdruck für die Ableitung '^^ , wenn man y(rffi) 

als abhängig von den 2n Elementen ti« und dUf, betrachtet, und die letztern 
durch die Gleichungen dUf, = Uf, bestimmt denkt. 

Zu einem anderen Ausdrucke führt die Gleichung (12.). Nimmt man in der- 
selben die Elemente 0:^(0) als constant an, so wird 

and deshalb 

(15.) ^ = ^^|fL. 
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Nun folgt aas (4.) unmittelbar 

drf,(du) _ y df(dx) dxf, 
ddua ~~ b ddx^ dua 

und vermöge der vorhin gemachten Bemerkung 

L ddUa J b 

Es ist daher 

(16.) 

und wegen (14.) ergiebt sich 

(IT.) [^] = 0. 



b dvh dut 



df„ («) ^ r ^yCri«) 

du. L ddu. 



] 



Indem man die so eben erhaltenen Gleichungen nach u^ partiell differentiirt, und 
beachtet, dass die Indices a und i mit gleichen Rechten auftreten, so bekommt 
man die neuen Relationen 



(18. 



und 



d'fo («) 



(19.) 



= 4 



d^fpCdu) 



]+[■ 



d'<pCdu) 



l 



^Y, («) ^ rav(dii)-i r ^V(d«) i 

dtfa du|, ^ duadffib -1 L aduaddu^ J 

Wenn man in der Gleichung (12.) sowohl die Elemente ar^ als die 
Elemente 0:^(0) als variabel ansieht, so kommen für die ersten Ableitungen 
der Function /^(w) =/•(<?) nach x^ und 0:^(0) beziehungsweise die Ausdrücke 



df(v) 



und — 



df. C«) 



Denselben entsprechen zwei Darstellungen der zweiten 



nach iCfl und Xj(0) genommenen Ableitungen von f^y{u)=f{p). Bei diesen 
Darstellungen kommt in Betracht, dass die Coefficienten der Form f{dx) von 
den Elementen x^[0\ die Coefficienten der Form /ü(rfa?) von den Elementen 
Xq unabhängig sind; die Gleichselzung der beiden Ausdrücke giebt das Resultat 



(20.) 



6Y(e) öe, 



Aus den tv Gleichungen, welche in dieser Formel enthalten sind, weil a und S 
alle Zahlen von 1 bis n bedeuten, folgt die Determinantengleichung 



öY(f) . 

dvtdvt 


dvt 


= (-1)" 


öYoC«) 

dutdtH 


dXa 
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Wenn man sich die x^ als abhängig von den Uy, und x^(0\ die fl^(O) als ab- 
hängig von den r^ und x^ Aevkl^ so hat man ferner die bekannten Gleichungen 



ÖCc 



0x^(0) 






= u 



Durch die Anwendung derselben kommt 






dxti 



= (-1)' 



dtit 

dxn 






dxa 



= 1. 



dxi,(0) 



und durch Quadrirung der beiden Seiten entsteht die Gleichung 



(21.) 



öY(r) 

dvadvt 


• 


duk 




öYo 

dut 


Öl 








gy.. c«) 






dvadvc 



Es ist oben darauf aufmerksam gemacht worden, dass bei der Yertauschung 
jedes Elements x^ mit dem entsprechenden 0:^(0) jede Grösse u^ in die ent- 
sprechende — f?j verwandelt wird. Unter dieser Voraussetzung verwandelt sich 

also r(^) in C-1)%W, Mu) in (-l)Y(t^), |^ in — ^^, und die linke 
Seite der Gleichung (21.) in die rechte Seite derselben. Diese Gleichung 
drückt daher den Satz aus, dass der Quotient 






dxg 



dX («) 

bei der Yertauschung der Elemente x« und Xf{0) in seinem Werthe unver- 
ändert bleibt. 

Eine neue Beziehung zwischen den «^ und u^ ergiebt sich daraus, dass 
die x^{0) als abhängig von den r« und Xa betrachtet werden. Wenn man 
nämlich, um xl{0) zu bilden, nach der Abhängigkeit der Grösse x^{0) von 
der Grösse tu fragt, so leuchtet es ein, dass die Elemente o?« ohne Einfluss 

dx 

sind, während die Elemente f^a = {f—tt))-^ In Betracht kommen. So ent- 
steht die Gleichung . 

da?b(0) _ ga?b(0) dv, 
dt, "" dv, dt. 



+ •" + 



dx^ (0) dD, 



dt 



Nun ist 



dt. 



= a?;(0) = j— ^, dagegen 



dvc 
IT 



ergiebt sich die Gleichung 

(22.) " tt, = 



öxftCO) 



ÖD. 



f>L+ 



• • • 



dxt 

IT 



. öx>(0) ^ 



<-«. ' 



und daher 
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Aus derselben folgt darch Auflösen nach den «« die Gleichung 

welche in ihrer Form mit der Gleichung (7.) übereinstimmt. Man ist indessen 
nicht berechtigt, hieraus den Schluss su ziehen, dass der Coefficient -rr-^ 

dem Coefficienten — ^ — ^ gleich sei. Prüft man diese Voraussetzung durch 
die Gleichung (20.), so findet man dieselbe nicht bestätigt. 

4. 

Um die bisher angestellten Beobachtungen für die ErgrOndung von 
Eigenschaften des Normaltypus zu verwerthen, spreche ich den Inhalt der 
Gleichungen (6.) und (13.) so aus, dass die Diiferenz 

immer verschwindet, sobald die sämmtlichen Variabein u^^ gleich Null gesetzt 
werden, und auch verschwindet, sobald jedes Differential du^ durch das ent- 
sprechende Element u^ ersetzt wird. Auf diese Differenz wird das Augenmerk 
vornehmlich zu richten sein. Eine Haupteigenschaft derselben besteht darin, 
dass jede nach einem Differential du^ genommene erste Ableitung derselben 
ebenfalls verschwindet, wenn man jedes Differential du^ durch das correspon- 
dirende u^ ersetzt. Dies lehrt die Gleichung (16.), wofern man derselben die 
Gestalt giebt 

Im Fortgange der Untersuchung wird sich herausstellen, dass die Dif- 
fel'enz <p{du)—fu{du) in genauer Besiehung steht tu der Differenz 



f,{du)-{d^f,[u)Y. 
Diese DUTerenz hat auch die Eigenschaft, dass jede nach einem Differential 
i/tf« genommene Ableitung derselben durch die in Rede stehende Substitution 
gleich Null wird. Denn es ist zunftchst 



Substitoirt man dui für »», so wird 

ÖA», ~ du, °°" öAuW-PM«;» 
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uod es resaltirt die zu beweisende Gleicbang 



Aus der Verbindang von (23.) und (24.) folgt dann die Gleichung 

welcbe ausdräckt, dass die erwähnte Eigenschaft der Differena 

gleichfalls zukommt. 

5. 
Die Einführung der Normalvariabeln wird jetzt zu einer Umformung 

der zweiten Variation des Integrals S == / f[x) dt verwendet werden. Eine 

u 
dem Zwecke der Variationsrechnung entsprechende Umformung ist eine solche, 

di^ zu erkennen gestattet, wann die zweite Variation ein unveränderliches Vor* 
zeichen habe und wann nicht. Da die Grenzen des Integrals als fest be- 
trachtet werden, so kommt es darauf an, die zweite Variation der Function, 
die sich unter dem Integralzeichen befindet, unter Berflcksichligung des inte- 
grirten Systems von Differentialgleichungen (3.) als ein Aggregat einer qua- 
dratischen Form von n unabhängigen Elementen und eines vollständigen nach 
t genommenen Differentialquotienten darzustellen. Der zweite Bestandtheil muss 
nach Ausführung der auf / bezüglichen Integration den Beitrag Null liefern; 
die quadratische Form, falls sie von unveränderlichem Vorzeichen ist, bestimmt 
das zu ermittelnde Vorzeichen der zweiten Variation des in Rede stehenden 
Integrals. Eine genaue Erwägung verdient der Umstand, dass bei der Bildung 
der in Rede stehenden zweiten Variation die zweiten Variationen der Elemente 
x^ und x't^ als verschwindend betrachtet werden. Bezeichnet man die in dieser 
Weise genommene zweite Variation von f{x) mit {S^f{x))^ die vollständige 
zweite Variation mit (i^f{x\ so besteht zwischen diesen Ausdrücken die Gleichung 

Wenn nun durch die Einführung eines Systems von neuen. Variabein yx die , 
Form f{dx) in die Form g{dg) übergeht, so wird ^Y{x')^3^giy')y welche 
Beziehung besteht aber zwischen den einander entsprechenden Ausdrücken ' 

2* 
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{^f{x')) und {'^g(y'))f Die Antwort auf diese Frage ergiebt sich, wenn man 
die vorstehende Gleichung in die folgende Gestalt bringt 



y. I df(x') dxg I „ « dxa 



Wegen des Systems von Differentialgleichungen (3.) wird -der Factor von d^x^ 
in dem zweiten Summanden der rechten Seite gleich Null, und es leuchtet 
ein, dass die Differenz {'9^f{x))'-{^g{g')) gleich ist dem voUstfindigen Dif- 
ferenlialquotienten 

a dXa . t oyi 



dt ' dt 

Um dieser Ursache willen schliesst die auszuführende Umformung der zweiten 
Variation ein Resultat in sich, welches von der Wahl der Variabein des iso- 
perimetrischen Problems unabhängig ist. 

Die Einfflhrung der Normalvariabelen ti» zieht die Gleichung /'(ifo:) =9(1/11) 
nach sich; stellt man bei der Integration der isoperimetrischen Differential* 
gleichungen die Bedingung auf, dass fOr <=A) die Variabelen u^ sSmmtlich gleich 

Null werden, die Differenlialquotienten -^ gegebenen Constanten tf^(O) gleich 

werden sollen, so folgt aus der Definition der Normalvariabelen die Bestimmung 

«* = (/-/i,)«;(0). 

Die zweite Variation des Ausdrucks ip{u)^ deren Transformation ausgeführt 
werden soll, wird alsdann folgendermassen explicite dargestellt 

1 (<^v(«')) 

[ o,b N OUa OU^ • • an« Ötf b OU^ Ötlj Ott« dttj 

Die zweiten Ableitungen von (p{u')^ die hier auftreten, unterscheiden 
sich von den entsprechenden Ableitungen in den Formeln (18.) und (19.), 
bei denen respective rfii^ statt t^ steht, nur durch eine leicht angebbare Potenz 
von {t—Q als Factor. Denn dort muss du^ immer durch Uf^ ersetzt werden, 
und hier ist ul = {t — Q"^ Uf,. Eine mit Hülfe der vorhandenen allgemeinen 
Methoden gebildete Umformung der zweiten Variation (26.) kann nunmehr 
direct abgeleitet werden, indem man vermöge der erwfthnten Formeln (19.) 

die Ableitungen P^^ und ^r^ ^«^ch die Ableitungen -^^ und 

du^0u% duuduh ouadut 
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n o ausdrückt. Es findet sich 






^Ut^u^ 



dugdut 






ood deshalb ist 

(<j«y(«')) = -?^^((/-<..)-'<y«a<y«6-(<-/i.r' (<^<<^«»+<J«aJii;)+«y«:«j«;) 

Man erkennt leicht, dass der Aasdruck (<— f»)""*^^ Öudu '^ sokild man ^ 

Grössen ti«, durch die Yariabele t ausdrückt, von der Yariabele t unabhängig 
wird. Daher ergiebt sich die Gleichung 



dt 



d'fo (») 



= (/-A,r+'^£g-(-(<-4.)-'<^«.<y«.+(<-g-'c<J»i<j«»4-<j«.<j«;)), 

und es entsteht die gesuchte Transformation 



M l!U ^^•'•■" ('-'^>"^''-) W-' ('-*>r'^«*) + 



dt 



Aus der Gleichung 






«>* duad«! 



folgt fQr die Coefficienten der quadratischen Form 2 ^,!!' VAVh die Be- 
stimmung 

"öttlöttT «»» ^a ö^^ ö«« ^«b * 
Diese liefert aber die Determinantengleichung 



(28.) 



t-toT-' 






= 
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deren rechte Seite identisch ist mit dem Zähler des Quotienten, der sich auf 
der liniien Seite der Gleichung (21.) befindet. Der Nenner dieses Quotienten 

ist dagegen die Determinante der quadratischen Form 2! f^ ^^ ^u^duf,. 

In der Formel (27.) setzt man voraus, dass die Ausdrücke {t — Q^^dua auch 
für / = fo endlich bleiben ; dem Festhalten der Grenzen des Integrals S ent- 
spricht das Verschwinden der Variationen der Variabein für die Grenzen des 
Integrals. 

6. 

In den bisherigen Untersuchungen war der Grad p der Form fidx) 
gleich einer beliebigen die Einheit übertreffenden Zahl; von hier ab soll p 
den Werth zwei erhalten. Für die quadratischen Formen f{dx) und (p{du) 
bediene ich mich der Bezeichnungen 

2f{dx):r^2:a,;^dx^dx^, |a,,t[ = ^, ^— . =^A,m 

(29.) \2<p{du)^f^ Pt^du^du,, \piA=^n, 1^ = P,„ 

2f,{dx)==Za,^,{0)dxJx,, \a,,{0)\^JiO\ ^g_=^^^^(0). 

Die in der Gleichung (23.) ausgesprochene Eigenschaft der Differenz q> (du) —fildu) 
ist demnach in der Gleichung 

(30.) J:(p,,,-a^j(0))ii, = 

tothalten. Unter der Voraussetzung n = 2 und n = 3 kann man die Bedeutung 
dieser Gleichung und der eingeführten Begriffe überhaupt durch eine geome- 
trische Interpretation versinnlichen. 

Bei n = 2 sei das Quadrat des Linearelemenls einer in den independenten 
Coordinaten Xi und o^ dargestellten Flüche 

Auf dieser Fläche gehe von dem Funkte (a:i(0), ^2(0)) eine kürzeste Linie 
aus, deren Anfangselement mit dem Element dxi den Winkel 4> bildet, und 
deren Lunge bis zu dem Punkte (x^^ x^) gemessen, gleich r ist. Alsdann be- 
steben zwischen den Grössen r, 4> und den obigen Grössen u^ die folgenden 
Beziehungen 

''^)=--' .„,(0).'!1-X.(0)... °'«*' 
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am denen die Gleichnng 









\ ( 



j . -: 



abgeleitet wird. Man sieht, dass die Verbindung fo{du)-'{dyfli{u)y gleich deifa 
Producte des Quadrates von dem Ausdruck {Uiduz — U2dUi) in ejnen endlichen 
Factor ist. Diese Eigenschaft muss aber vermöge bekannter Sätze bei jeder 
quadratischen Form der zwei DiiTerenliale du^ auftreten, deren erste Ableitungen 
nach du^ durch die Subslitulion von ti» für dfi^, verschwinden,, also auch iiffi 

der Differenz <p (du) — fii{du) und der Differenz (pidu)—{d]^f^i[u)y. Aus iißser 
Ursache hat der Quotient 

^, (du) -(d ]//;(«))• 

einen von den Differentialen dn^ unabhängigen Werth. Wird derselbe mit 

2jrr\ bezeichnet, so stellen die Gleichungen m 

fidx) = (p{du), 

2(p(du) = rfr^mM*' 

diejenige Transformation von dem Quadrate des Linearelements der gegebenen 
Fläche dar, welche Gaus9 in den di^quieiHönes generale» circa sup^fides 
eureas art. 19. gegeben hat. 

Bei n = 3 seien oTj, Xa^^ x^ die rechtwinkligen Coordinalen eines Punktes 
im Räume, und es sei 

2f{dx) = dx] + dx] + dxl; iwiir 

dann gelten die Gleichungen «« == a?^ -r- a?^j (0 ). Wird von dem Funkte 
(a?! (0), 0^2 (0), ^3 (0)) nach dem Punkte (o^i, a?^, arj) eine gerade Linie gezogen, 

SO ist die Länge r derselben gleich 1^2^(11), die Differenz .<f (du) — fo.{du) bpt 
den Werth Null, und der Ausdruck 

A,(«)(^(d«)-(rf.v^(i))0 , 

bedeutet das Quadrat von dem Flächenraume desjenigen ebenen Dreiecks, dessen 
Ecken die drei Punkte (ir,(0), 0:2(0}, a?3(0)), {x^^ a:^, x^)^ (a?i+rfxi, X2+dx2^ x^+dx^) 
sind; . / 

Die Gleichung (30.) eröffnet bei den quadratischen Formen von n D^ 
ferentialen eine neue Verbindung zwischen dem Normaltypus und der qu^^drf^ 

linearen Form V{dxydx,dxydx)\ diese Form ist Bd. LXX, pag. 83 definirt, 
von Herrn Chrtstoffel Bd. LXX, pag. 58 unter der -Benennung (74 eingefflhrt. 



16 Lip$chit*, über ganze homogene Functionen von n Differentialen. 

Ehe ich zu dem Nachweise jener Verbindung Obergehe, werde ich in Besng 
auf die Gestalt der Function V und der mehrfach linearen Ausjjrücke, die 
Herr Christoffel aus derselben abgeleitet hat, einige Bemerkungen einschalten. 
Es sei, wie frflher 

(31 ) '* ^^* ^^« ^^« ' 

man bezeichne die aus f{dx) und /"«(cfar) gebildeten bilinearen Formen fol- 
gendermassen 

f(dx, dx) = i-f -Ä^ dxt; = i-Sa,,k rfx^rfa:^, 
(32.) ' ' "^"^ •'* 



/;(rfx, rfx) = ij: ^§^ rfx, = {2f,,,^,dx,dx,, 



dann giebt die Variation mittelst der drei Charaliteristiken d, d, d die Gleichnng 

(33.) - df(ßx, dx) + df{dx, dx) + df{9x, rfx) = -S o.,» ddx^ dx, + -2 A (rfar, rfx) dx,. 
Setzt man nun 

(340 ^fK;^ddx^+f^{dx,dx)^£a,^^{dL^ 
80 ist 

(35,) ^, {dx, dx) = i:^ /; {dx, dx) , 

und 

111 1 

(36.) - cV(<te, dx) + df{^x, dx) + df{dx, dx) = JSV^ {dx, dx) dx^ . 

Vermöge dieser Bezeichnungen liefert die Formel (74".) Bd. LXX, pag. 99 
dieses Journals die folgende Darstellung der quadrilinearen Form 

1 V{dx, ix, dx, Sx) = £{dV^{Sx, dx)ix,- ^.{(fx, dx)§,{dx, ix)) 

( -^{dW^{dx, dx)dx^- V,{dx, dx)S^{^x, 9x)). 

Aus dieser Darstellung kann man leicht die Thatsache ableiten , dass bei der 
Transformation der Form f{dx) in eine beliebige andere Form g{djf) die Form 
!P sich in die entsprechende Form mitftndert. Setzt man 
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SO folgt aus der Gleichung f(dx) ^ g{dy) die Gleichung 

1 1 

f{dx,dx) = g{dy,dy). 

1 
Mithin lehrt die Gleichung (36.), dass der Ausdruck £ V^idXy dx)(ix^ ebenfalls 

zu fidx) covariant ist. Vergleicht man ferner den Ausdruck 

1 11 

£ V^ {dx, dx) dx^ =^ £a^i dx^ {ddx^ + ^^ (rfa?, dx)) 

mit dem Ausdruck 

f{dxyDx) = £aa^f,dx^Dx^^ 

so erkennt man, dass ein zu f(dx) covarianter Ausdruck, in welchem ein 

System von Differentialen Dx^ vorkommt, zu f{dx) covariant bleibt, sobald 

1 1 

man jedes Dxf, durch das entsprechende ddx^+'i^{dXydx) ersetzt. Weil nun 
zu fißx) die Ausdrücke 

d{£W^{dx/dx)dx^ = 2d'F^(,dx/dx)dx^^2'F^{dx,dx)ddx^, 

b b ft 

-2Wi {dx, dx) Dxt = -Z W^ {dx, dx) dhxt-2: V, {dx, dx) |» {dx, dx) 

b b b 

covariant sind, so ist es auch ihr Aggregat, und deshalb auch die rechte 
Seite der Gleichung (37.). 

Auf demselben Grunde ruht die Methode des Herrn Christoffel^ um aus 
einer mit f{dx) covarianten mehrfach linearen Form 

12 fi 

FidXydXy ... dx) 

eine neue von gleicher Eigenschaft abzuleiten, bei der die Zahl der Systeme 

von Differentialen um Eins grösser ist. Wenn nämlich F {dx^ dx, . . . dx) zu 
f{dx) covariant ist, so sind es gleichfalls die Ausdrücke 

dF =^ ^^dx^i-f-^ddx,, 

^ dF - ^ dF ." „ dF ... « . 

—£—^—Dx, = —JS—;—ddx,-2:—^—§,{dx,dx)^ 

'•'ddx, '"' ddx, '•' ddx, 

und daram ist es auch das Aggregat 

4' AT- <^aj, - -S -;;— I. {dx, dx). 






a 



Hierin besteht aber der von Herrn Christoffel Bd. LXX, pag. 57 aufgestellte Satz. 
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Ads der Gleicbuig 34, folgt Termöge der Gleichmig (IT.) Bd.LXX. 
jptg.&O 



die Relation 






welcher man ancb die Gestalt geben kann 
Dieselbe wird spiter znr Anwendung kommen. 



7. 

Der erwibnte Zasammenhang zwischen dem Xormalt^'pas (f\dm) und 
II 

der Form y^(dx,dxydXydx) tritt hervor, sobald in dieselbe statt der Differentiale 
iteg, rfxj die Aäsdrficke (/— Ai)-^ = «?i, '.'""'"^"^ = «^1 substituirt nnd dann 

die Normalvariabelen eingefOhrt werden. Durch die angegebene Substitution 

I 

wird die Form {t—UifVix'ydxyx'^dxj abhängig von der Wahl des Anfangs- 
systems {xi (0), X;e (0; , . . . X. (0;) , des Anfangssystems {x\ (0;, x^ \0\ . . . x. ^0)), 

nnd der sich stetig ändernden Grösse [l—t,,] ; man kann dies auch so ausdrücken, 

dx 
dass fOr die in die Form V eingehenden Systeme x« und -r^ durch die In- 
tegration des isoperimetrischen Problems der Weg vorgezeicbnet ist. Es sei nun 



^[dx, dxy rfx, dx) = 0{du^ du, du, du) , 

so hat man nach Formel (34.) Bd. LXX, pag. 84, wenn dem Ausdruck f^^^^ 

II 

der Ausdruck (p^^^^^ entspricht, fOr 0{du, du, du, du) den Ausdruck 

1 1 

0(du, du, du, du) = 

Nun ist 

1 1 

rp {e, dx, f>, dx) = {u, du, u, du) , 

und der letztere Ausdruck gestattet eine einfachere Darstellung. Neben der 

Gleichung 

(30.) f (/^.,t-aa..(0))ii, = 
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liefern die Relationen (19.) die Gleichungen 

(89.) ;'"-"-'"'^ = -f ^•■' 

P.,.-».,.(0) = l^^«.«.- 



* Durch dieselben w)rd 



5^«'«' = '(^''»-°»'»(^^)' 



ferner, weil - -£ -^ «. = p»,, - «»,, (0) ist, 

J 

Deshalb verwandelt sich derjenige Bestandtheil von (u^ du^ u, ^ü) ^ der die 
zweiten Ableitungen enthält, in den Ausdruck 

b,^ ^a,g Ötta Ölig " ■ a Otig «/ ^ » 

1 

Für den andern Bestandtheil von 0{u^duyU,^u) sind die Ausdrücke 2! (p^ ^^^u^u^^ 
^(pt,a,^Ua, -2;y^,k,giij zu bilden. 

Nach (31.) ist 
und daher wegen (39,) 

der letzte Ausdruck ist in Folge von (30.) gleich Null, folglich auch der 

1 

Ausdruck JS (pt^a^i^a^^. Mithin bekommt der zweite Bestandtheil von 6{u^(fu^Uy äu) 

3» 



Ferner kommt 
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den Werlh 

1 

und die Form 6 {u, du, u^ du) bestimmt sich folgendermassen 
l 0(u, du, u, du) 

Man kann nun diese Darstellung dadurch zusammenziehen, dass man 
Differentiationen nach der Grösse t einführt. Aus der Definition der Elemente 
u^ folgen die Gleichungen 



Hieraas entsteht die Gleichung 

(41 ) l '* 

8. 

J 1 

Man ersetze in dem Ausdrucke 0{u, du, u, du) die Differentiale du^,^ du^ 
durch die Differentiale du^^ du^^ und entwickele die Coefficienten der be* 
treffenden Form 0{u,du,u,du) nach den positiven Potenzen der Grössen u^^ 
80 dass [6 {u, du, u, du)]g das Aggregat der Glieder von der Ordnung q ist. 
In derselben Weise verfahre man mit der Differenz ^{du)—fn{du). Um nun 
Aggregate derselben Ordnung in den beiden Entwickelungen mit einander zu 
vergleichen, ist zunächst nachzuweisen, dass das Aggregat erster Ordnung 
für jede Differenz pi,j— öf,((0), oder der Ausdruck [/>i,i— ö|,i(0)]i den Werth 
Null hat. Da die Grössen ti« = (< — /u) or^ (0) sind, so ist eine Entwickelung 
nach den positiven Potenzen der u^ nichts anderes, als eine Entwickelung 
nach den positiven Potenzen der einen Yariabele (/ — <o), und deshalb 

(42.) [p,,,-«„(0)]. = (-^),^, {t-k). 
Die Coefficienten der Normalform (p{du) werden vermöge der Definition 
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durch die Gleichung 

^ dx^ dxh 

bestimmt. Die Bildung der Differentialquolieoten -~ für t = tt, erfordert also 

die Kenntniss der DiiTerentialquollenten — ^ — für / = /o- Zur Darstellung 

derselben kann man den folgenden Weg einschlagen. 

Für die Grössen x^ gilt bis zu der Ordnung {t-^tiif exciusive die 
Entwickelung 

wo der Werlh von x'^ aus den isoperimetrischen Differentialgleichungen (3.) 
zu entnehmen, und in dem betreffenden Ausdrucke x^^ x^ durch x^[^\ ^»(0) 

zu ersetzen ist. Nun hat man 3-^ = ■ — —. — , und deshalb, wenn d., 

wie in art. 1 für 1,0 gebraucht wird, 



Hieraus folgt der gesuchte Ausdruck 



(^1 ■ 



, dx: (0) 
dxi(Qf) 



Der Differentialquotient -^ nimmt jetzt bei der Substitution t = f^, 
weil ( -^ ) = ^<L ! ist, die Gestalt an 

oder 

Vermöge der Formel (31.) erhalten die isoperimetrischen Differentialgleichungen 
(3.) die Form 

(3«.) -£a.,»aji'+A(«') = 0. 

Daher ist ' 
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« öxi (0) dxt (0) 

nnd mit Hülfe der gegen Ende des art. 6 schon angefahrten Formel 

folgt die Gleichung (-^} = 0, mithin auch die zu erweisende Gleichung 

Diese Relation zieht unmittelbar die Gleicbang 

(44.) l(pidu)-ridu)l = 0, 
und vermöge des Ausdruckes auf der rechten Seite von (41.) die Gleichung 

(45.) [0(a, d«, «, rf«)], = 
nach sich. Ferner folgt die Gleichung 






die bis zu der Ordnung (t — tuf exclusive gilt, und die Gleichung 

die bis zu der Ordnung (/— A))^ exclusive gilt. Da in der Formel (41.) der- 
jenige Bestandtheil der rechten Seite, welcher in die nach c, b auszuführende 
Summe multiplicirt ist, eine höhere Ordnung hat als (/— /o)\ so gelangt man 
jetzt zu der Darstellung 

welcher die Darstellung 

[v.(rf«)-^(rf«)], = -g-^4^ (^l^du,du, 

gegenübersteht. Die Yergleichung dieser Ausdrücke führt zu der beacbtens- 
wertben Relation 

(46.) [(p {du) - foidu)]2 = ^i[0{fi,du,u,du)]2' 

i 

Es ist schon oben bemerkt worden, dass die Function 0(Uj^UyUydu) 

1 

der Function yi' {e^dx^e^dx) gleich ist. Wenn man daher, um Q{u,dUyUydu) 
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zu bilden^ in der Function !P(«^ dx, v, dx) die Grödsen «« vermöge der Formel 
(7.) durch die Grössen u^^ die Differentiale dx^ mittelst der Formel (5.) durch 
die Differentiale du^ ausdruclit, so erscheint 6{u^dUyUjdu) selbst als homogene 
Function zweiten Grades der Elemente t/^^ und der Ausdruck \ß iu, du, u^ dnjl^ 
wird erhalten^ indem man in dem Factor eines jeden Products u^u^ die Vor- 
aussetzung < = A) eintreten Idsst. Dies geschieht aber dadurch, dass man erstens 
in den Coefficienten der Form W{eydx,e^dx) tiberall o?« dur^ch x^{0) ersetzt, 
was durch die Bezeichnung V^ie^dx^e^dx) angedeutet werden mag, und dass 

man zweitens in Folge der Gleichung ("3-^) = ^a,b jedes v^ durch ii^, 
jedes dx^ durch du^ ersetzt. So kommt die Gleichung 

(47.) [0(«, duy Uy du)]2 = ^ti{^9 du, u, du). 
Dieselbe liefert, in (46.) substituirt, die neue Gleichung 

(48.) [cp idu)-f, {du)] = yV "fi^^ du, u, du). 

Dieses ist die Gleichung, welche den r Zusammenhang zwischen dem Normal- 
typus und der quadrilinearen Form V herstellt. Wenn die Form V als bekannt 
gilt, so wird durch dieselbe der Ausdruck [(f {du) — fo{du)]2 explicite dargestellt; 
wenn die Definition des Normaltypus vorausgesetzt wird, so erhält man, ver- 
möge der nach den positiven Potenzen der u^ fortschreitenden Entwickelung 
der Differenz (f {du) -- f^{du).i eine Definition der Form W. 

För den Fall n = 2 ist den Variabein x^ in art. 6 eine geometrische 
Bedeutung beigelegt worden. Hält man dieselbe fest, so ergiebt sich zwischen 
dem Gaussischen KrQmmungsmasse k^ des Punktes {xi{0)^X2{0)) der in Rede 
stehenden Fläche und der Form V^i{u,du,u,du) die Bd. LXX, pag. 84 nach- 
gewiesene Relation 

¥^0 (w, du, u, du) == — 2&0 ^ü («*! dUi — Wj du^f ; 

dagegen ist in art. 6 eine Gleichung fOr das Differential des Winkels 4> auf- 
gestellt worden, aus der man durch Quadriren die Gleichung 



4^(«)r^(rf«*)-(rfl%(«))0 = Mu^du^-fhdu.y 

erhält. Die Vereinigung dieser Gleichungen bringt für das Gaie^^ische Krflm- 
mungsmass k^ den Ausdruck hervor 

k = — % (u, du, Uy du) 

Man kann jetzt denjenigen Begriff in genauere Betrachtung ziehen, den Riemann 
als Erweiterung des Begriffes des Gaussischen Krflmmungsmasses gebildet hat. 
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m 

Es werde fflr eine beliebige quadratische Form f{dx) von n Differentialen 
eine Grösse kxy durch dieselbe Gleichung definirt, die so eben unter der Vor- 
aussetzung II = 2 aufgestellt ist, 

(49.) ft, = ^n^Au,du,u,du)_ ^ 

Da die Gleichungen tia = Integrale des Systems von isoperimetrischen Dif- 
ferentialgleichungen (3.) sind, so geht die Form (p{dfi)^ wenn man von den 
Grössen if^ {n — 2) beliebige u^ gleich Null setzt, in eine Form von den Dif- 
ferentialen der beiden zurückbleibenden Grössen u^ Ober. Gleichzeitig ver- 
wandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seile von (49.) in das Krümmungs- 
mass der Fläche, deren Linearelement in den beiden Yariabeln n^ gleich 

y2<f{du) ist, für den Punkt, in welchem diese beiden Yariabeln den Werth 
Null erhalten. Es wird daher, wenn man sich der Riemannschen Bezeichnung 
bedient, das Krümmungsmass einer n-fach ausgedehnten Mannich faUigkeit, deren 

Linearelement gleich ]f2f{dx) ist, in dem Punkte (a?, (0) , Xj (0) , ... cc^(O)), 
durch den in (49.) definirten Ausdruck Ä;, analytisch dargestellt. Durch Hin-- 
zunähme der Gleichung (48.) entsteht hieraus die zweite Darstellung der Grösse k^^ 

Vo('*)(A(rf")-(rfiYowr) 

Um einen Zweifel über die Definition des Krfimmungsmasses einer ii-fach 
ausgedehnten Mannichfaltigkeit auszuschliessen, erkläre ich, dass bei der vor- 
stehenden Erörterung diejenige Definition vorausgesetzt ist, welche Riemann 
in der angeführten Abhandlung in dem Schlusssatze von IL § 3. gegeben hat. 
Ich gesiehe, dass mir die andere Definition, welche sich in IL §2. befindet, 
dunkel erschien, bevor ich die Gleichung (50.) gefunden hatte. Man kann 
die Definition in IL §.2, sobald die Form f{dx) wesentlich positiv ist, so 
auslegen, dass sie mit dem Inhalt der Gleichung (50.) übereinstimmt, und diese 
Auslegung darf deshalb wohl für die richtige gelten. 

9. 
Der in der Gleichung (21.) enthaltene Salz, dass der Ausdruck 






dXa 

duh 






V 
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als Function der Elemente x^ und x^iO) aurgerasst, bei der gegenseitigen 
Yertanschung der Elemente x^ und x^(0) seinen Werth nicht ändert, verein- 
facht sich erheblich, sobald die Form f{dx) eine quadratische ist. Der Zähler 
des Quotienten wird zufolge der Gleichung (28.) gleich der Determinante 
I;?,, 1 = 77 des Norroaltypus 2(p{du\ der Nenner gleich der Determinante |ci|^,(0)| =^^0 
der Form 2f^){du), mithin der Quotient gleich dem Ausdrucke 

77 

Die erwähnte Eigenschaft dieses Quotienten ist namentlich von Bedeutung ffir 
gewisse Classen von quadratischen Formen, deren Compiex man als ein Ge- 
schlecht von Formen bezeichnen kann. Dieses Geschlecht von Formen hat 



das charakteristische Merkmal^ dass der Ausdruck (p{du)-'{d'^f^iu)y^ durch den 

Ausdruck fü{du)"{d^fii{u)y dividirt, einen von der Wahl der Differentiale du^ 
unabhängigen Quotienten liefert. Nach einer in art. 6 gemachten Bemerkung 
trifft dieses Merkmal bei den Formen von zwei Differentialen immer zu; bei 
den Formen von mehr als zwei Differentialen hat dasselbe eine einschränkende 
Wirkung. Wenn man den in Rede stehenden Quotienten allgemein, wie oben 

bei der Annahme n = 2, mit ^^ , >, bezeichnet, so dass die Gleichung entsteht 



(51.) ip{du)--{dif,{u)Y = .^^(/i(rfti)-(rfy'/;,(ti))'), 

so niuss der Quotient ^yf r \ ^^ Folge der Gleichung (6.), bei dem Abnehmen 

der Yariabelen u^ gegen die Null, gegen die Einheit convergiren, und der 
Normaltypus cp{du) erhält den Ausdruck 



(51-.) tp{du) = (!/,//•,(«))'+ ^^(/ö(rf«)-(d,/^(«))0. 

Unter dieser Voraussetzung mögen die Determinante 77 und die Partialdeter- 

minanten P^^ gebildet werden. Da rf|//o(«i) = ^—4^ und 

l7o W 

(*(.))■ = ^^^*.*H 
ist, so hat mao 

du^dtti. 



2y(rf«)= Jp.,,rfM«»=-S\^^ a.,.(0)+(l- ^^) \^^J ^ 



Joamal fQr Mathematik •Bd.LXXlI. Heft 1. 4 
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Hieraus folgt aber nach bekannten Determinantensälzen 



2/; («)^.,t(0) -«.«»//, 



2/. («) 



- ( "' ^'~'' A CO 1 _ /^ »»' Y'Vi _ _^L_^ »*«"t^o 

~ ^ 2f, («) >* ^''' ^"^ V 2/; c«) ^ V * 2U («) ^ 2A («) • 

Demnach erbfllt der Quotient -j- den Werth 

Ich werde nun für die in Rede stehenden Formen die zugehörige Form 
1 

Q{fAy$u^Uydu) darstellen, welche in (41.) entwickelt ist. In dem Ausdruck 

dfAu) df,Xu) 

ist der Quotient — "^^ . ^ "^ von der Variabele / unabhängig. Es wird daher 



('-A,)^%+2(<-/„)^ 



dl« ' ~v' '"^ d* 



Ferner kommt 

/Z ■" m' V ^/„ V* 2fAu)J2fAu)}'> 






<*?«.» rfpb,» _ i 2/-, ( «) l( .^. ^«c c?« » W .^. ^«b < 

"Ä— dT - \~di~/ \"''* ^"^ WM~) V'' ^^ 2^ 

In der Summe ^ -^ —r- -^ liefert der zweite Bestandlheil des Ausdruckes 

p 
' den Beitrag Null, der erste Bestandtheil den Beitrag 



n 

df„ («) 0400 



2/; («) ( 2/; («) W ^ ,«^ g"t < 
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Man findet also 0(u, du, u, du) gleich dem Prodncle aus der Summe 

/ df, («) df, («) \ ^ 



) 



in den Ausdruck 



^J^ d "* 



2 i»*~\ d« / 



welcher sich vermöge der Gleichung (10".), /ü(«) = ('-'o)'A, in den Ausdruck 

-T — T>- zusammenzieht. Es ist daher 
A at 

(53.) 0(«, J«, «, (j«) = -^ -^(^(<y«, ^«)-<yi^M^)<^»^Äiw). 

Die Gestalt dieser Gleichung lässt sich abändern, indem man aus (51.) die 
Gleichung ableitet 

(p{du/du)-'d]ff,,{u)d]lf,iu) = -2^;^(/J)((yw, <?«)-(? |//o(«i)tf)//o(w)), 

1 1 

wo (pißuydu) nach der Analogie von f{dx,dx) gebildet ist, und von dieser 

Gebrauch macht. Dann entsteht die Darstellung 

(53^) e in, hu, u, du) = ^^^^ 4f (9^ (^«^ ^«') - ^ »^M«0 h iJJ^)). 

Die Bedeutung, welche diese Gleichung für das in (51.) definirte Geschlecht 
von Folgen hat, giebt sich schärfer zu erkennen, wenn die auf beiden Seiten 
vorkommenden Ausdrücke in den ursprünglichen Variabelen x^ erscheinen. 
Wie in art. 7 bemerkt worden, ist 

e{u, du, u, du) = («-/o)' W{x\ dx, x\ dx) ; 

man hat ferner 

1 1 

if {du, du) = f{dx, dx)^ 
und in Folge der Gleichung (12.) 

Wenn man nun die quadriüneare Form 

(54.) F{dx, dx, dx, dx) = ^(/{dx, dx)f{dx, dx)-f{dx, dx)f{dx, dx)), 
oder 

F{dx,dx,dx,dx) = £ ^^^^ ^^^y {dxjtx,^hx,dx,) 

4» 
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einführt, welche vermöge der ersten der gegebenen Darstellungen die Eigen- 
schaft hat, mit der Form f{dx) covariant zu sein, so kommt für den Ausdruck 

die Bezeichnung 

1 

Es verwandelt sich deshalb die Gleichung (53".) in diese 

(53^) W{x\ L, x\ dx) = J-^^F{x\ hx, x\ 8x\ 

Dieselbe spricht den Satz aus, dass bei dem in Rede stehenden Geschlecht 
von Formen der Quotient der beiden Covarianten 

^((te, 8x, dx, Sx) 

1 
F(jdx, 8x jdxy Sx) 

gleich der von der Wahl der Differentiale öx^^ dx^ unabhängigen Grösse 
— Ärf?" ^irdy wenn man für die Yariabelen x^ die durch die Integration des 
isoperimetrischen Systems gewonnenen Werlhe, und für die Systeme von Dif- 
ferentialen rfa?«, dx^ die entsprechenden Systeme von Differentialquotienten 

--n^, —7^ substitukt. 

dl ' Ol 

« 

Sobald der Werth /—/y gegen die Null convergirt, so nähert sich der 
Ausdruck 6{u,du,Uydu\ wie oben bemerkt, der Grenze ^o (w, <^w, w, (J«), der 
Ausdruck h{t'-t^^{(p{duydu)--d^f^{u)d^fi{u)) der Grenze 



foiu){f,{^U, Su)--Syf,{u)ifM^)). 

Die Gleichung (53''.) liefert daher durch die Vergieicliung mit (49.) für das 
Riemannsche Krümmungsmass k^ in dem Punkte (xi(0), 0^2(0), ... ar«(0)) den 
Ausdruck 

(49-.) ^, = -(^^) 
I*® öTT^ = "öTTi — Tv" ^^^ abnehmendem (/ — <ij) die Einheit zur Grenze hat, 

1 d^tn 

SO ist hier die Bedingung hinzuzufügen, dass der Ausdruck — t^-|- in der 

That für f — i^ = gegen einen endlichen Werth convergire. Wenn man 
das Vorzeichen der Grösse m so bestimmt, dass bei abnehmendem (/— AO der 



^ Lipschit», übet ganze homogene Functionen ton n Differentialen. 29 

Quotient sich der Einheit nähern soll, so lässt sich diese Bedingung 

auch dabin formuliren. dass die Differenz -===. alsdann die Null zur 

Grenze habe. 

Unter den in Rede stehenden Formen nehmen diejenigen eine besondere 
Stelle ein, bei denen die Grösse m^ die Variabelen u^ nicht anders als in der 
Function /^(ti) enthält. Bei diesen Formen kann der Normaltypus (p{du) durch 
eine Substitution « 

(55.) ..= -^1-, 



bei der ^: ° ^"^ eine reine Function von fn(u) ist, in das Product eines end- 

liehen Factors und der Form mit constanten Coefficienten /u(cf|) verwandelt 
werden. Durch die Einführung der neuen Variabelen geht (p{du) nach einer 
einfachen Reduction in den folgenden Ausdruck über 



• (56.) <p{du) = -^^f,id§) + {d^'f.{«)y—2^iy{dmm 
und der angegebene Zweck wird durch die Integration der Differentialgleichung 



(57.) ^dm«)y-2^{äM^)y = 

erreicht. Ffir die Function y'/(,(l) ergiebt sich hieraus die doppelte Bestimmung 

(57« ) '^yf<>(fO ^ "» 

und 

(57*.) ^2^ = -^^=- , 

in beiden Fällen aber kommt, wie behauptet worden, 



m' 



(58.) y(rf«) = -^^f,(dS). 

Aus den Gleichungen (57".) und (57^.) folgt, wenn man bei der letztern ^^'^ 
statt § setzt, beziehungsweise 



= e 



if. («) 

/ — =- - fdi^fÄu)(—-\- , ) 



ih C«) 
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und es ist leicht zu erkennen, dass zwei Systeme ^« und ^^'^^ wenn c eine 
von den Integralionen abhangige Constante bedeutet, durch die Gleichungen 

t(l) __ C^<i 
^* fo (I) 



verbunden sind. Setzt man y2^ («i) = y2A (/--;„) = r^ so führt die Bedingung, 
dass , bei abnehmendem (t — Q oder r sich der Einheit nähern soll, zu 

der Bestimmung * 



\'f, («) 



(59.) -i^^ = e 



1 1 

WO der Ausdruck , nach dem oben Bemerkten, für r=0 selbst gleich 

Null ist. 

10. 

Durch die Voraussetzung, dass f{dx) eine Form von zwei Differentialen 
sei, vermöge deren die Gleichung (51.) unbeschränkte Gültigkeit erhält, geht 

II m* 

die Gleichung (52.) in die Gleichung -j- = ^f r \ über, und die Thatsache, 

dass der Ausdruck -^ bei der Vertauschung der Elemente x^ und x^ifi) un- 

geändert bleibt, verbunden mit der Gleichung f^^{u)^f{ti) begründet den Satz, 
welchen Herr Christoffel in art. 9 der allgemeinen Theorie der geodätischen 
Dreiecke (Abb. der Berliner Akademie vom Jahre 1868) in Betreff der re- 
ducirten Länge eines geodätischen Bogens aufgestellt hat. 

Für die Gleichung (53^) gilt, wenn n = 2 ist, die schon oben ange- 
wendete Relation 

^{x\ dx, x\ $x) = — 2& -^ {xi Sxi — $Xi X2) {x\ dx2 — (fxi a?i) , 

wo k das Gatitf^ische Krümmungsmass für den Punkt {xi^X2) bedeutet, und die 

I 

Form F{x', dx, x\ Sx) erhält vermöge ihrer Definition den Werlh 

1 1 1 

F {x\ dx, x\ dx) = J {x'i dx2 — dxi ari) (xi ^0^2 — ^x^ xi) . 

Die Gleichung (53^.) nimmt daher diese Gestalt an 

m hat 
Da nun für die Variabele / die Gleichung )/2A(f — ^) = i^^fa^u) = r besteht, und 
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da bei einer Differentiation nach / die Grössen x^{0) und x'^^iO) als constant 
betrachtet werden, so drückt die abgeleitete Gleichung diejenige Eigenschaft 
des Krämmungsmasses aus, welche Game in art. 19 der disqu. gener. circa 
superficiee curvas entwickelt hat. 

Es liegt in der Gestalt der Formen W und F für n = 2, dass 

V(iaf,8x,x^,Sx) __ ^(jdx, 3x, dx, 3x) 

• 11 

F(x', 8x, oiy 8x) F^dXy 8xy dx, 8x) 

sein muss, dass also der Quotient dieser beiden Formen eine Function der 
Grössen x^ allein, mithin eine Invariante der Form f{dx) ist. Bei einem 

1 d*nk 

Werthe von «, der die Zwei übertrifft, kann man den Ausdruck t-tt- iö 

fTt nat 

die Form bringen 

l d'm i ^ d'm 



m hdt^ fo(M)fn «,<> öuadu^ 

aus welcher hervorgeht, dass derselbe eine reine Function der Grössen x^ 
und Xa{0) ist, und dann lehrt die Gleichung (53^) nur so viel, dass der Quotient 

y (a:^, 8x, x', fe) 

F(x^, 8x, x\ 8x) 
dieser Function der Variabelen o?« und der Constanten x^{0) gleich ist. Ich 
werde nun die Voraussetzung machen, dass der Ausdruck r^-r gleich einer 

Function der Variabelen x^ allein sei, mit welchen Anfangswerthen man auch 
die Integration der isoperimetrischen Differentialgleichungen, von denen die 
Bildung der Normalform (p{du\ folglich auch der Grösse m abhängt, ausgeführt 
habe. Alsdann ergiebt sich das Resultat, dass, bei der Annäherung der Grösse 
(/ — /o) an die Null, der in der Gleichung (49^) auftretende Quotient 

^^{x\i3)Jx,sd(0\8x) 

Fo<i^(0),8x,a/(OX8x) 
gleich derjenigen reinen Function der Grössen x^{0) wird, in die der Aus- 
druck r-jii- sich unter dieser Bedingung verwandelt. Denn da die Grösse 

m fiat ^ ^ 

i d*fn 

T-TTT bei einem beliebigen W^erthe von / als eine reine Function der Grössen 

j;«, das heisst, als von den Grössen xJO) unabhängig vorausgesetzt wird, so darf 

i d*fn 

die Grösse — r^ bei dem Eintreten des speciellen W^erthes /=^ keine Abhän- 
gigkeit von den Grössen xi(0)=^-^)^^ annehmen. Dieses ist der eigentliche 
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1 
Sinn unserer Voraussetzung. Weil aber in dem Quotienten — o^£-LA_5! — ^ ^' ^' 

die Verhältnisse der Differentiaiquotienten x^{0) vollkommen willkürlich ange- 
nommen werden dürfen, ohne dass hierdurch das Resultat irgend wie geändert 

werde, so kann auch der Werlh des Quotienten —^ — , x, x, x) ^ .^ welchem 

F^ (dxy 8x, dx, Sx') 
die dxa unabhängige Differentiale sind, kein anderer sein, als der Werth 

— -r^-5- für / = <(). Allein die Wahl der Anfangswerlhe a?«(0) sollte keinen 

Beschränkungen unterworfen sein, die Betrachtung, welche für den Werth 
/ = /o angestellt wurde, kann für jeden speciellen Werlh / = /^*^ wiederholt 

werden, und deshalb besteht unter der erwähnten Bedingung, dass — -r-jjr 

eine reine Function der Grössen x^^ ist, die Gleichung 

1 
Hf(ßxydx,dx,Sx^ i d^m 



Fidx,3x,dx,Sx) ^ ^^'' 

Der Werth dieses Quotienten, als eine Function der Grössen x^ aufgefasst, 
ist also eine Invariante der Form f{dx). Wenn man dieselbe mit —2k be- 
zeichnet, so ist k in Folge der Gleichung (49".) das Riemannsche KrOmmungs- 
mass in dem Punkte (a;i,X2, ... x^). 

Sobald der Quotient — ^ — '--^ — - — - gleich einer Invariante —2* ist, 

F(dx, Sx, dx, 8x^ 
SO kann man beweisen, dass für die entsprechenden vollständigen quadrilinearen 
Formen die entsprechende Relation gilt 

(60.) W{dx, dx, dx, dx) + 2kF{dx, dx, dx, dx) = 0. 

Zwischen den Coefficienten der Form V bestehen gewisse einfache Gleichungen, 

welche Bd. LXX pag. 84 ff. angeführt sind, und die man folgendermassen aus- 

1 1 

drücken kann, wenn der Coefficient von dx^dx^dx^dx^ mit (a, 6, 9, ^) be- 
zeichnet wird, 

(Ä,6,g,^) = -(6,a,g,^), 

(a, 6, S^ ^) = - («^ ^1 ^» 9)^ 
(61.) { (a,6,s,^) = (9.^.«.fc). 
und 

(«, 5, 3, ^) + («, 81 ^. 6) + (a, ^, 6, 9) = 0, 
sobald a, 6, g, 1^ lauter verschiedene Zahlen sind. 
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Aus bekannten Eigenschaften der Determinanten folgt, dass die ent- 

1 1 

sprechenden CoefGcienten der Form F{dx, dx, dx, dx) denselben Gleichungen 

genügen, und daher gilt dies auch von den Coefßcienten des Ausdrucks 

11 1.1 

W{dx, dx, dx, (Ja:) + 2kF{dx, dx, dx, ^x). 

1 1 
Wendet man nun auf den CoefGcienten des Products dx^dx^^dx^dx^ die Be- 
zeichnung (a, B, g, ^) an, so müssen unter den vier Zahlen a, 6, g, 1^ ent- 
weder zwei Paare von gleichen sein a, 6, a, B, oder nur ein Paar gleiche 
a, 6, a, c, oder vier ungleiche a, b, g, 1^, wofern der betreffende Coefficient 
(a, B, g, ^) nicht gleich Null ist. Die als gültig vorausgesetzte Gleichung 

(60^) V{dx, 'dx, dx, dx) + 2kF(dx, dx, dx, dx) = 

hat die Wirkung, dass jeder Factor von dx^dx^ gleich Null sein muss, also 
kommt, wenn a = g, 

ißW) (a,B,a,^) = 0, 
wenn a nicht gleich g, 

(6 IM (a, B, g, ^) + (g, B, a, ^) = 0. 

Um daher die Behauptung zu beweisen, dass die Gleichung (60".) die Gleichung 
(60.) nach sich zieht, oder dass (a, B, g, 1^) für jWe Combination von Werlhen 
gleich Null sei, ist diese Thatsache noch für den Fall zu begründen, dass die 
vier Zahlen a, B, g, 1^ sämmtlich von einander verschieden sind. Aus (61\) 
ergiebt sich zunächst 

(ä, B, g, ^) = - (a, ^, g, B) = (a, ^, B, g), 
ebenso 

(<i, ^9 ^ 3) = (a, g, ^, B), 

und deshalb ist 

(a, B, g, \)) + (a, g, % B) + (a, ^, B, g) = 3(a, B, g, ^) = 0, 

wie verlangt worden. 

Es ist hiermit durch die gegebenen Ausführungen festgestellt, dass, so- 

bald der Ausdruck — j-^ gleich der reinen Function der Grössen a?^, — 2Ar, 

ist, die Gleichung (60.) besteht *). 



*) Aus den Grundsätzen, welche in der „Entwickelung einiger Eigenschaften 
der quadratischen Formen von n Differentialen^' Bd. 71 pg. 274 dieses Journals auf- 
gestellt sind, ergiebt sich, dass, wenn in einer zu der Form f(dx) covarianten Form 

2! (ö; B, 9, \f) (dxa oxi — 8xa dxii) (ßx^ 8x^ — Sx^ dx{) 
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Ich iverde von hier ab die Voraussetzung eintreten lassen, dass für 
ein gewisses reelles Grössengebiet Xg^ X2^ ... x^^ dem auch das Anfangs- 
system Xi (0), X2 (0), . . . a?, (0) angehören soll, die Form f{dx) reell sei, und 
die Determinante J nirgend verschwinde. Der Fall, welcher zuerst in Be- 
tracht kommen soll, ist der, dass die Form f{dx) nun auch wesentlich positiv 
sei. Dann gilt von der Form ^(Gfa;) und der Determinante «^0 das Entsprechende; 
die Constante A = ^(a?') =^(a;'(0)) ist wesentlich positiv, und, indem t—to 

positiv angenommen wird, kann auch die reelle Grösse ]/2/;,(w) = y2A(/ — /u)=r 
als positiv betrachtet werden. Aus diesen Annahmen sind jetzt die Conse- 
quenzen zu ziehen. 

Der Normaltypus </)(rfw), der aus der Form f{dx) durch eine Substi- 
tution mit reellen und endlichen Coefficienten hervorgeht, bleibt so lange eine 
wesentlich positive Form von nicht verschwindender Determinante, als die 
Determinante IT derselben von Null verschieden ist. Ebenso lange bleibt in 
Folge der Darstellung in (27.) die zweite Variation {(^^(piu)) wesentlich positiv, 
und die Auflösung des isoperimetrischen Problems behält den Charakter eines 
wahren Minimums. Wenn eine Form f{dx) zu dem in (51.) definirten Ge- 
schlecht gehört, so ist nach (52.) 

Der Quotient -j- beginnt bei / = A) mit dem Werthe der Einheit, und kann 

nicht anders, als mit der Grossem zusammen, verschwinden; der Nenner 2/J,(») 
ist nach den getroffenen Voraussetzungen stets positiv und verschwindet nur, 
wenn alle «« simultan verschwinden oder für / = /(,. Wenn wir nun annehmen, 



der Factor (ßXt^8x% — 0Xf^dx{)(ßx.8x}^—'Sx.dx^ durch den Ausdruck —7 — 5 ^ 

ersetzt wird, diese covariante Form in eine Invariante der Form f(dx^ übergeht. 
Vermöge dieses Verfahrens wird aus der Form ^^(dx, ox, dx, dx) die Invariante xf^, 

aus der Form F(dx,ox,dx,8x^ die Zahl ^ — -' Sobald daher der Quotient 

— !ij — 2-p-^ — - — ^ von der Wahl der Differentiale unabhängig ist, so muss sein 
F(ßx, dx, dx, dx) 

2xD 
Werth mit der Invariante ^ .. der Form f(dx) zusammenfallen, und es entsteht 

n(ii— 1) 

fi Cn — i ^ 
die Gleichung ^ — -k = —^xp. Der Ausdruck — ^tfß ist jedoch an dem ange- 
führten Orte als eine Verallgemeinerung des CrOtM^iscben Erümmungsmasses be- 
zeichnet worden. 
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dass in unseren Untersuchungen die Grösse t — lo niemals einen so grossen 
positiven Werth erlialten soll, dass der Quotient -y- gleich der Null wird, so 
behält derselbe nothwendig sein positives Vorzeichen. Ebenso bleibt der Quotient 

^ . , welcher für / = /„ gleich der Einheil ist, eine positive Grösse, und 



m 



r kann ebenfalls nur reell und, nach der getroffenen Bestimmung, nur 

positiv sein. Deshalb ist unter den geltenden Voraussetzungen auch m reell 
und positiv. Weil aber der Quotient -^, als Function der Grössen x^ und 

x^{0) betrachtet, sich bei einer Verlauschung von j?^ mit x^{0) in sich selbst 

verwandelt, und weil von dem positiven Radical v2/Jj(tt) = |/2/(f?) das Gleiche 
gilt, so hat auch die reelle positive Grösse m die Eigenschaft, bei jener Ver- 
tauschung sich in sich selbst zu verwandeln. 

In dem Falle, dass die Form f{dx) nicht die Eigenschaft hat, wesentlich 
positiv zu sein, schliesse ich eine solche Wahl der Grössen x^{0) oder der 
Grössen u^ aus, bei welcher Ä = ^(a;'(0)) den Werth Null erhält. Dann ist 
h entweder positiv oder negativ, und wenn in dem Falle eines negativen h 
statt der Form f{dx) die Form —f{dx) in Erörterung gezogen wird, so darf 
man die Grösse h stets als positiv ansehen. Dies soll von nun an immer 
geschehen. Da das Gebiet der reellen Variabelen s^j, . . . «i» in einen Theil 
zerfällt, in welchem /(,(«) >0 ist, und in einen andern Theil, in welchem 
fi){u)<^0 ist, so hat die Voraussetzung eines positiven h die Bedeutung, dass 
die Variabelen ii^ nur in dem Gebietstheil angenommen und frei bewegt werden 
sollen, in welchem ^(fl)^0 ist. Hält man diese Anschauung fest, so ist der 

n 

Quotient — r- wieder gleich der Einheit för / = /üi "öd positiv bei wachsendem 

fn 

1-^^^. Unter der Annahme der Gleichung (51.) ist dann auch ^^ . - gleich 
der Einheit für / = /o, und positiv bei wachsendem / — ^o- Mithin bleibt die 
Grösse —. reell und positiv, und, wenn y2/;j(ii) = }/2A(<— A,) = r als po- 

»itiv gilt, auch die Grösse m. Wegen der Gleichung i^fai^) ^ i^fip) geht 
m in sich selbst über, sobald die Grössen x^ und x«(0) mit einander ver- 
tauscht werden. 

Da in einer reellen quadratischen Form nach einem von Jacobi be- 
wiesenen Satze die Anzahl der positiven und die Anzahl der negativen Qua« 
drate, deren Aggregat die Form darstellt, für jede lineare Substitution mit 

5* 
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reellen Coefficienten unveränderlich ist, so ist der Ausdruck ^(rfw) — (rfi^/iilt«))^ 
bei dem positiven Werthe der Grösse /;,(tt) gleich einem Aggregat von (»— 1) 
Quadraten^ unter denen sich ebenso viele negative befinden, wie in der Form 
f{){du) und ein positives Quadrat weniger befindet, als in der Form fo{du). Weil 

nun die Grösse öttT P^^^'*^ '^N ^^ enthält die Form 

ebenso viele positive und ebenso viele negative Quadrate^ wie die Form foidu). 
DerUebergang von der Form f{dx) zu der Form (p{du) geschieht durch eine 
Substitution mit reellen Coefficienten; folglich ist die Anzahl der positiven und 
der negativen Quadrate in den Formen f[dx) und ^(rfa?) bei dem in (51.) 
definirten Geschlechte von Formen unter den angegebenen Voraussetzungen 
stets fibereinstimmend. 

Setzt man für eine Form f{dx) eine Gleichung 

V{x',ix,x,Sx) = --2kF(x/(fx,x,Sx) 

voraus, wo k eine endliche Function der Grössen Xa und Xa(0) ist; denkt man 
sich hierauf die x^ durch die x^(0) und {t'-Qx[{0) ausgedrückt, und bestimmt 
eine Grösse m durch die Forderung, der Diilerentialgleichung 

i d'm 



-2ä = 



m hat 



« 9 



und für / = ^ den Bedingungen 



A dm . 

m = 0, -r= — = 1 

^2hdt 

zu genügen, so ist die Grösse m vollständig gegeben und bleibt für ein gewisses 
Intervall der Yariabele <— /,i reell und positiv. Für diese Grösse m gilt also 
die Gleichung (53^.), welche im vorigen Art. aus der Gleichung (51.) ab- 
geleitet worden ist. Man kann nun unter den ausgesprochenen Voraussetzungen 
auch das Umgekehrte zeigen^ dass nämlich aus der Gleichung (53^.) die Glei- 
chung (51.) folgen muss. Der Nachweis jenes Satzes und seiner Umkehrung 
ist eines der wesentlichsten Ziele der gegenwärtigen Untersuchungen. Einen 
Leitfaden für den Beweis der Umkehrung giebt die Betrachtung einer gewissen 
Classe von Formen, welche dem oben definirten Geschlecht von Formen an- 
gehört, und die schon der Gegenstand verschiedener Speculationen gewesen 
ist. Diese Ciasse von Formen wird zunächst in Erwägung gezogen werden. 
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Zweite Abtheiluiig. 

1. 

Das System der isoperimetrischen Differentialgleichungen, welches einer 
Form f{dx) zugeordnet ist, kann vermittelst der bereit stehenden Methoden 
nur unter sehr beschränkten Voraussetzungen wirklich integrirt werden. Für 
die Formen eines beliebig hohen Grades ist eine solche Voraussetzung die^ 
dass die Form f{dx) constante Coefficienten habe. Die betreffende Integration 
ist in diesem Falle ohne jede Schwierigkeit auszuführen, und ergiebt, wie 
Bd. LXX, pag. 91 entwickelt worden, die Eigenschaft der Normalform (p{du\ 
mit der Form f^yi^du) identisch gleich zu sein. Bei den quadratischen Formen 
kann man diese Eigenschaft so aussprechen, dass der Normaltypus (p{du) durch 
die Gleichung (51''.), I, d. h. der ersten Abtheilung, ausgedrückt wird, sobald 
man für die Grösse m die Gleichung 



voraussetzt. Eine andere quadratische Form, bei der jene Integration ebenfalls 
bewerkstelligt werden kann, lässt sich in der folgenden Weise genetisch dar- 
stellen. 

Es sei y{dy) eine quadratische Form der n Differentiale dyi^ deren 
Coefficienten constant sind, und deren Determinante nicht gleich Null ist, y^^^ 
eine («+1)^ Variabele, r{dy) das Aggregat 

(1.) r{dy) = y(dy)+trf»Ui, 

und es bestehe zwischen den («+1) Variabelen y^^ wo 21 = 1, 2, 3, . . . (»+!) 
ist, die Gleichung 

(2.) 2r(y) = 2y(j,)+yJ^. = 4-' 

wo a eine beliebig gegebene Constante bedeutet. Vermöge dieser Gleichung 
werde die Variabele y^^i aus der Form r{dy) eliminirt, so dass r{dy) = g{dy) 
entsteht; dann ist g{dy) die Form von n Differentialen 

(3.) M) = r(ä,)+i^y 

welche näher untersucht werden soll. 

Sobald man i» = 2, y{dy)==^{dy] + dyl) nimmt, und unter j^i, y2, yy 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Räume versteht, so bedeutet 
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2r{dy) das Quadrat des Linearelemenls im Räume, und 2l\y) = — die Glei- 
chung einer Kugelfläche, die mit dem Radius -pr um den Coordinatenanfangs- 

punkt beschrieben ist. Deshalb ist 2g (dy) das Quadrat des Linearelements 
auf dieser Kugelfläche, in den rechtwinkligen Coordinaten y^, y2 der Projection 
auf die entsprechende Ebene ausgedruckt. 

Es folgt aus den Elementen der Variationsrechnung, dass bei einem 
beliebigen Werthe von n das System von isoperimetrischen Diiferentialglei- 
chuogen, welches der Form g{dy) zugehört, durch das System von (n + i) 
Differentialgleichungen 

^^'^ di - ""^e^ 

in Verbindung mit der Gleichung (2.) ersetzt werden kann. Hier ist -^==91(9 
und l ein. zu eliminirender Factor. Gegenwärtig ist es leicht, das System 
(4.) so zu integriren, dass fflr t = to die Bedingungen y«=y«(0), ^« = ^^(0) 
erfüllt sind; man nimmt an, dass von den betreffenden 2 (n+i) Constanten 
die 2n Constanten i(f(0), y'i{0) willkärlich gewählt, die beiden Constanten 
yn+i{^\ y'«+i(®) durch die beiden Gleichungen 

(5.) 2r(j,„) = l, 4^y;(0) = o 



« ' öy,(0) 



bestimmt sind. Die Gleichung (2.) zieht die Gleichungen 



dt 
nach sich. Vermöge derselben kommt 

^V) = ^(y'(0)), -r(jf') = ^ny\ 

folglich 

X = -2ar(y'(0)), 

und daher werden die Diiferentialgleichnngen (4.) durch das folgende System 
von Gleichungen integrirt 



(6.) y, = y,iO)cosat-t.h'2nWmny*(0)^^^^^^^^^^- 
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Wenn man jetzt die Ausdrücke 

bildet, so stellen die n unter diesen, fär welche Sl = 1, 2, . . . i» ist, fflr die 
Form g{dy) ein System von Normalvariabelen dar. Wegen der zweiten Glei- 
chung (5.), welche in die Gleichung 

übergeht, ist ss^^i eine lineare Function der Variabel en js^, dz^^i dieselbe lineare 
Function der Differentiale da,. Da ferner (<~W'/'(»'(0)) = /"(«) ist, so hat 
man diese Ausdrücke der Grössen y^ durch die Yariabelen z^ 



2« 



y, = y,(0)cosy2a/Xa)+p=~sinv2a/Xa).. 

Wenn man diese Aasdrficke in die Form r{dy) substilairt, so kommt vermöge 
bekannter Eigenschaften der quadratischen Formen 



r{dy) 



C7.) 



= (.cos^2i^))^r(,„) + (i^;|^)Vw+(rfi!B^)V(«) 



Bin y2^J>) ^ sin }/2a r(^) ^ 

y2a r(a) y2ar(») ^ '^^ 



Es sei go(dy) diejenige Form, die aus g{äy) hervorgeht, indem yf durch yt(0) 
ersetzt wird; dann ist in Folge von (5.) ^(y'(0)) =5'ü(y'(0)), und deshalb 

r{z)=g,{z\ r{dz) = g,{dz). 

Substituirt man diese Darstellungen in die Gleichung (7.) und schreibt für 

^iyo) seinen Werth -s-, so liefert in Folge der Gleichung r{dy)=g{dy) 

eine einfache Reduction den Ausdruck des Normaltypus x{dz\ in den die Form 
g{dy) durch die Einführung der Normalvariabelen Zt übergeht, 



(8.) X(dz) = {dyg,(z)y + '-^^^^ C3o{dz) - (rf/i/o W). 

2. 

Wenn eine Form f(dx) mit der Form gidy) des vorigen Artikels zu 
derselben Ciasse gehört, und wenn man das System von Normalvariabelen der 
Form f{dx)^ welches dem System Zi der Form g{dy) entspricht, mit ti« be- 
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zeichnet, so besteben die Gleichungen 

fo (W) = Qo (ä), ^ (du) = Qo (rf«), 

wie Bd. LXX, pag. 90 ff. bemerkt worden. Aus diesem Grunde giebt die 
Gleichung (8.) die folgende Darstellung des Normaltypus (f{du) für jede Form 
f{dx\ welche mit gidy) zu derselben Classe gehört, 



8inV2a/;(u) 



(9.) q>{du) = {difMf+ VaUi CA>W-"(^>^A)W)> 

Diese Darstellung geht aus der Formel (51".) hervor, wenn der Grösse m der 
besondere Werth 

(10.) m = ' ^^'^ 

beigelegt wird. Die in Rede stehende Classe von Formen gehört also zu dem 
in (51".) definirten Geschlecht von Formen, und hat noch den speciellen 
Charakter, dass m eine reine Function der Grösse ^(ti) ist. 

Wird in dem Ausdruck von m statt }/2f^^{u) die Grösse y2A(/ — <ü) ©an- 
gefahrt, so folgt die Gleichung 

i d*m _ o 
m hat 

Da dieser Werth eine von den Grössen x^ und a?a(0) unabhängige Constante 
ist, so lehren die in art. 10, I angestellten Betrachtungen, dass für den Quo- 
tienten der entsprechenden quadrilinearen Formen V und F die Gleichung gilt 

(11.) 'l'idxjx.dxjxy^ ^2^ 

F(dx, dx, dx, Sx) 

Mithin hat auch das Rietnannsche Krümmungsmass k für jedes Werthsystem 
(a^i, a^2, ... a:J den unveränderlichen Werth 

Ä = a. 
Weil m gegenwärtig eine reine Function von ^(ll) ist, so kann (p{du) 
durch die in den Formeln (55.), (58.), (59.), I. enthaltene Substitution trans- 
formirt werden. Es ergeben sich die Formeln 



mithin kommt 
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ond deshalb 

(14.) (p(dtt) = ^"^'^^ 



Ich habe jetzt die mir bekannt gewordenen Arbeiten zu erwähnen, die 
sich auf die Classe von Formen beziehen, welcher die in (3.) definirte Form 
g{dy) angehört*). An dem Schlüsse des §. 4 der angefahrten Abhandlung spricht 
sich Riemann so aus: ^Die Massverhftllnisse dieser Mannichfaltigkeiten (d. i. 
der Mannichfaltigkeiten mit constautem KrOmmungsmass) hängen nur von dem 
Werthe des Krämmungsmasses ab, und in Bezug auf die analytische Dar- 
stellung mag bemerkt werden, dass, wenn man diesen Werth durch a bezeichnet, 
dem Ausdruck fär das Linienelement die Form 

^ i^dx'' 

gegeben werden kann." Der durch die Gleichung (14.) bestimmte Ausdruck 

der Grösse y2(p{du) geht in den von Riemann bezeichneten Ausdruck aber, 
w^enn daselbst die Form ^(rf^) durch ^Jldx]. die Form /!)(;?) durch ^^xl 
ersetzt wird. Eine derartige Transformation durch eine lineare Substitution, 
die von den §i zu den x^ fährt, ist immer möglich, weil die Determinante ^^u 
als nicht verschwindend betrachtet wird; die betreffende Substitution hat dann 
und nur dann reelle CoefGcienten, wenn die Form fo(dS) eine wesentlich po- 
sitive ist. Es sind ferner zwei Arbeiten von Herrn ReUrami zu nennen, teoria 
fondamentale degli spazii di curvatura costante (Annali di malematica, serie II, 
tom. II, fasc. III), und saggio di interpretazione della geometria non-euclidea 
(Giornale di matematicbe, pubbl. p. G. Rattaglini Vol. VI). Der Ausdruck 

*) Die obige Ableitung der Form g(dy) aus der Form I{dy) entspricht dem 
ersten Schritte des Beweises; den Jacobi in den Vorlesungen über Dynamik pag. 234 
von dem Äbehchen Theorem gegeben hat, und dessen Beziehung zu der Theorie der 
Formen von n Differentialen Bd. LXXI, pag. 284 d. J. in einer Anmerkung hervor- 
gehoben ist. Die in jenem Aufsatze mit 0(^(1»') = bezeichnete Gleichung geht durch 

die gegenwärtigen Notationen in die Gleichung ( -j-iaj = (/a + *^)*= über; 

deshalb werden die Coefficienten yp, #5^» • • • ^®^ Potenzen w*, w»-^, . ,., deren Be- 

deutung Bd. LXXI, pag. 293 ff. d. J. entwickelt ist^ durch die Gleichung • 

I?2, _ n(ii-l)...(n-2g+l) ^, 
Do 1.2. ..(2}) 

bestimmt. 
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(9.) des Normaltypus q>{du) verwandelt sich in den Ausdruck von ^äs^y der 
in der Formel (20.) der erstgenannten Abhandlung gegeben ist, sobald ^((/tl) 

durch ^^Id&l^ fo{u) durch ^^aa=2P^ die Conslante a durch den Werth— -^ 
ersetzt wird. Die zweite Abhandlung des Herrn Beltrami enthält eine ein- 
gehende Entwickelung des Zusammenhanges, welcher zwischen den verschiedenen 
Theorieen des imaginären Raumes besteht, und erklärt auch die Aussage, 
welche Gauss in einem Briefe an Schumacher vom 12. Juli 1831 Ober die 
Länge der halben Kreisperipberie in einer solchen Theorie gemacht hat. Eben- 
falls gehört hierher die Arbeit des Herrn HelmholH^ ^über die Thatsachen, 
die der Geometrie zum Grunde liegen^. (Nachrichten der K. G. d. Wiss. zu 
Göttingen 1868, Jun. 3). Nimmt man « = 4, y (rfy) = i (rfyl + rfy? + rfya), also 
y(y) = i(y 1 + ^2+^3), so wird die Gleichung (2.) durch die Substitution 

yi = X, y2=Y, yi = Z, y^==S+R, 

1 
— = R\ 

a 

mit der daselbst pag. 220 gegebenen Gleichung identisch. 

3. 
Von der Betrachtung einer speciellen Classe von Formen wenden wir 
uns jetzt zu der Begrändung des gegen das Ende der ersten Abtheilung aus- 
gesprochenen allgemeinen Satzes, dass bei einer gegebenen Form f{dx) aus 
der Gleichung (53\), I, 

y(ar', bx, x\ dx)^^^ F{x\ hx, x\ $x) 

und der Voraussetzung 

lim (^2 ) = 1 

die Gleichung (51.) 



m' 



mit Nothwendigkeit folge. Es ist dort erwähnt worden, dass die Constante h 
als positiv gilt, mithin /ü(ti) positiv ist und nur mit den sämmtlichen u^ zu- 
sammen gleich Null wird, dass ferner die Grösse m dieselbe Eigenschaft hat. 
Diese Voraussetzungen sind nothwendig ffir die abzustellende Schlussfolgerung, 
Vielehe sich durchaus auf dem Gebiete der reellen Grössen bewegt. 

Der Beweis des in Rede stehenden Satzes ist Bd. LXX, pag. 94 (T. fflr 
diejenige Classe von Formen gegeben worden, die in eine Form mit con- 
stanten Coefficienten transformirt werden kann. Wie schon bemerkt, ist diese 
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Classe in dem oben definirten Geschlecht von Formen darch die Gleichung 

charakterisirt Vermöge der Gleichung — Trfi«'~^ ^^^ ^^^^ ^"^ (^^O ^*® 

Gleichung 

1 i 

^(rfx, ^Xy dx^ dx) = 0, 

welche eben das directe Criterium- der in Rede stehenden Classe von Formen 
ausmacht. Die für den angegebenen Zweck gebildete Beweismethode lässt sich 

nun zunächst auf diejenigen Formen übertragen, bei denen m=: — ^ ZL^ ^"^ , 

ya 

oder m überhaupt eine Function der Grösse f^i{u) ist. Die Erörterung wird 
deshalb von diesen Formen ausgehen, und zwar an diejenige Transformation 
derselben anknüpfen, welche in art. 9, I, durch die Gleichungen 

dargestellt ist. 

Wenn man jetzt die Bezeichnung 



^/Xi-> 



(15.) (T= ^^^y =-^e"o 

^ ^ mm 

einführt, und die Gleichung (p (du) == f {dx) anwendet, so giebt die letzte der 
vorstehenden Gleichungen die Relation 

(15^) ofidx)=^f(dx)=foidS). 

Hier sind die Yariabelen x^ zuerst durch die Normalvariabelen tf(, dann die 
Normalvariabelen Ui in der angegebenen Weise durch die Yariabelen §i aus- 
zudrücken, und es mögen dadurch für die Differentiale dx^ die folgenden 
Ausdrücke entstehen 

(16.) dx^ = C.,irf|i + C«^2rf|2H hCa^ndSn- 



Alle von der Form af(dx) = f{dx) herkommenden Grössenverbindungen sollen 
durch die für f{dx) eingeführten entsprechenden Benennungen mit Hinzufügen 

eines Striches bezeichnet werden. Sobald die Form o f{dx) = f{dx) durch die 
Einführung der Yariabelen Si in eine Form mit constanten CoefGcienten über- 
gebt, so müssen nach einer Bd. LXX, pag. 95 gemachten Bemerkung die Grössen 

6» 
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c^ der Glei^mig (16.), ak Fonctioiieo der VariabeleD x, adljgc&ssl. 
System tob partiellen Differentialgleichiiii^D geougeiL, welches ia der Fomd 



enthalteo ist. Wenn ferner die hier aoftretendea Grössen x, darrh die la- 
tegrationswertbe des Systems der isoperimetrischen Differentialsieichangea 3. •!, 
ersetzt, and in Functionen der Constanten x^ (0;, x^ (0) nnd der Variabele f — 1|, 
Terwandelt werden, so genfigen die Grössen c^,« als Functionen roa f, deai 
entsprechenden System von gewöhnlichen Differentialgleichangen 



(170 ^ä.,%L+|^i^e», = 0. 

Wenn es nun möglich ist, unter der Voraussetzung der Gleichung ;,53^j nad 
der Voraussetzung, dass m eine reine Function von f^,\^m^ ist, zu zeigen, dass 
die Grössen c^t ^^^ Gleichung (16.^, die aus den Relationen 

hervorgeben«, das System von DifferentialgieichuDgen (17.^ befriedigen, and 
dass femer dieses System (17.j die Gleichung 

zur Folge hat, so ergiebt sieb die Gültigkeit der Gleichung (51.) unmittelbar, 
und die gemachte Behauptung ist für die in Rede stehenden Formen begrflndeL 
Diesem Gedankengange entsprechend soll zunächst das System von Differential- 
gleichungen (17.) und das System von Grössen c^j explicite dargestellt werden. 



A. 



Um für die Form nf{dx)= f{dx) die Functionen f^\dx) zu bilden, hat 
man in den Formeln (31.;, I, die CoefGcienlen Ofj durch die Coefficienten 

a^^zz^aa^ zu ersetzen; dies giebt die Ausdrücke 

(18.) A(^) = of,{dx)+do^^-^J{dx), 
nnd diHDZufolge die Ableitungen 
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Nun ist der Factor a in dem gegenwärtigen Falle durch die Gleichung (15.) 

2/Yl-l)dr 

bestimmt, und daher, weil m eine reine Function von /o(f#) = ^r^ ist, eben- 
falls eine reine Function /u(ti). Man hat daher bei den Ableitungen der 
Function a die Gleichung (12.)? I9 zu benutzen, nach welcher 

ist. Vermöge derselben wird 

r90> ^^ g/^(^) ^^ dffjaf) ^ 

und deshalb erhält i^i^ den Werth 

Die linke Seite von (17.) verwandelt sich daher in das Aggregat 

Man darf dieses System von DiiTerentialgleichungen dadurch ersetzen, dass 
man sagt, das System Differentialgleichungen 

werde durch das System von Grössen 

(23.) ^, = c,,)/a 
integrirt. Da der Buchstabe ( von 1 bis n geht, so involvirt diese Gleichung 
n Systeme von Werthen ^^, und das System (22.) wird durch den Complex 

derselben f^ ollständig integrirt. Für die specielle Voraussetzung m = y2/i)(ti) 
ist diese Bemerkung Bd. LXX, pag. 101 ausgesprochen worden. 
Es sind jetzt die Ausdrücke c^d^cr darzustellen. Man hat 



mithin 



d]fn(u)_ 


(j_2/-.(l) 


dy^oCi) 


}^2A(D ' "»' 




^ dih(M) 
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ferner ist 

folglich 

(25.) c»o'a = 2:^^^Ö-^. 



Aus der Gleicbong m» = -^-lJ. I» entsteht ddd die Relation 

yf,w 

Es ist aber 

und dadnrcb kommt die Gleichung 

(«6.) i^rf^=(i_im)i^^+jm^. 

Wenn man jetzt bemerkt, dass 

Ö|l ÖBi 

ist, und wie früher das Zeichen ^»,1 anwendet, so ergiebt sich 

und die Substitution in (25.) liefert die folgenden Ausdrücke der Grössen Ctji^fo, 

(28.) c.ycr = JMW ^4.(^_i^W.) ^ ^ 

Will man die Abhängigkeit dieser Ausdrfieke von der Variabele I deal- 
lich hervortreten lassen^ so hat man sich der Gleichungen ^2fo{m) = }f2k(t--Qj 
Ut = (l-'tü)xi (0) zu bedienen. Vermöge derselben ist 

der Ausdmck *^y ^'^^ wird eine Constante, und die Gleichong (28.) yerwandelt 
sich in diese 

(29.) c,^a -. ____ + __(^l _j^ ;_. 

5. 
Die AusdrQcke auf der rechten Seite der letzten Gleichung, die unter 
der Annahme gebildet sind, dass die Grösse m eine reine Function von fo{m) 
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ist, bieten ein Mittel, um das aufgestellte Theorem auch dann zu beweisen^ 
wenn die Grösse m dieser speciellen Beschränkung nicht unterworfen ist. Ich 
hebe daher diese Beschränkung gegenwärtig auf, und werde zeigen, dass, so- 
bald die Gleichung (53^.)? I9 S^^^^ ^^^ System Differentialgleichungen (22.) 

durch die h Systeme von Werthen 

integrirt wird, und dass in Folge dessen die Gleichung (51.), I, besteht. 

Bei der Substitution der Werthe C» aus (30.) in die linke Seite voll 
(22.) kann man die (34.), 1, eingeführte Bezeichnung 

von der Voraussetzung independenter Differentiale auf die Voraussetzung be- 
stimmter Differentialquotienten übertragen, so dass 

"^ät ' öii?;(o)>' » ''^dtaxt(py^ ^ 04 öa^ico) 

wird; dann entsteht das Resultat 

/Qj ^V^mfdx dx \ !»_v^ 9^ dff^ m V dxt, 

^^^•>^ m '^dt'ex[(Oy dt t^'^'dxtCO) Vhdut dt T^'^'lT 

Um den ersten der angegebenen Theile des Beweises zuerst zu erledigen, 
multiplicire ich dieses Aggregat mit dem Factor ^ und erhalte den Ausdruck 

^q9^cft - ^ ifffd^ dx \ i_dm^ dxf, dVfo(u) f m ijzJl^^s:^ ^ 

f,ö4.) Va,i - ^ ^* V * ' 3^[ (0) ^ y2h dt f ''«•* ex[ (0) Vhdu, \^2h i2h dtJf ^-'^ dt 

Derselbe hat die Eigenschaft, für < = /u zu verschwinden, weil für t=t^ die 

Function m nach der Voraussetzung gleich Null, — == — = 1, also endlich, 

'\2hdt 

— r^— nach früheren Erörterungen gleich Null ist. Der Ausdruck *a^, muss 

dx{ (0) 

aber auch für ein indefinites t gleich Null bleiben, wenn das System von 
Differentialgleichungen 

(33.) ^^^Z^^f!^4>, = 

ö» c,b a Qx^ 
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durch das System von Grössen 

(34.) *, = *,., 

erfallt wird. Denn die Integration dieses Systems von Differentialgleichungen 
kann nur auf eine Art geschehen, sobald die Werthe der Variabelen ^^ für 
t = to vorgeschrieben sind ; wenn aber für t= t^ die Werthe 0^ = gefordert 
sind, so genfigen die Werthe ^5=0 für ein indefinites t. 

Aus der Gleichung (38.), I, ergiebt sich, dass die linke Seite von (33.) 

durch die Substitution 0^ = ^ a*. « -r-r-^ — in S^bf-jr , — ; \ durch die 

« dxi (0) \ »* öa?! (0) y 

Substitution *b = -Zöb,a-jr- In ?Pi(-^,-^) übergeht. Es ist aber der letstere 

Ausdruck übereinstimmend mit der linken Seite der isoperimetrischen Differential- 
gleichungen in der Gestalt (3"*.), I, und deshalb gleich Null. Wenn daher die 
drei Bestandtheile des Aggregats ^i^i in die linke Seite von (33.) eingesetzt 

werden, so liefert -^VA-jj-^ — j^ — ^ das Resultat 

^ /^ dx N 

_ ^ ^ ' aa:;(0)> ^ A,^, df, ^xQ f dx dx 

Ph \ dt *lrb J dal, ^'\dt' dx\((S) 

I 1 dm j^ f dx dx \ 

femer — i='-n'^^ia — r^— das Resultat 

1 dm ,,, / dx dx \ 1 d^m ^ dxa 




^ f dx dx \ 1 dm y, 



}/2Ä dt ^\dt ' dx'tiff)^ i2h dt' a •'• 0x1(0)' 

endlich 
das Resultat 

d\fUu)( t^t, d'm \ dx^ 

Vhdui \ y2Ä dt' /«"*'« dt ' 

Die Addition giebt dann den Ausdruck 

ml ^ dt ^ dxi(O)^ . ^ ilcb dftCx'^ .„ / cte dx 



fni "^dt ' ex't(Oy _ , y ic^ df.ijx') ,y ( 

'2h\ dt ^ft> J Sx'u '^ 



(35.) } y2h \ dt * c,b J öx't, '^dt ' dai(P) 
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Hier kann der zweite Bestandtheil des Factors von -^ durch die Gleichung 
(12.)9 I9 umgeformt werden; dieselbe giebt 

^ '"^»' dut dui t dx^ öa;i(0) ' 

und dadurch kommt fflr (35.) die Darstellung 

ml ^^dt'Bal^^Qy -, A,,i df^CaT) ,„ /dx dx \ 
m^ dt *.,» // 5ai '^dl' dakml 



(35°.) { yZA ^ dt '.,» J dxi '^«0x1(0) 

_ 1 dPm( dx, 1 ^ erCxT) dx, ^^ ,\ 

]'2Ä'3F^-f'^-«ö-P;(0) 2A c dx: dxt(0)'^-''^' 

Jetzt wende ich mich zu der als bestehend angenommenen Gleichung 
(53^.)) I) ^i^) iD>t ^^^ Grösse m moltiplicirt, diesd Gestalt erhalt 

(36.) fl> ?F(x', bx, x\ Sx) - j^ Fix', bx, x\ dx) = 0, 



i 



bilde die Ableitung nach dem Differential dx^ und ersetze die Differentiale 9x^ 
durch die Differentialquotienten — P — Die Formeln (37.)^ I9 und (54.) 9 h 

dxt (0) 

liefern beziehungsweise die Gleichungen 

^ dW(,kkdx,8x) = dW,{dx, dx)-ii:^^p. W.idx, dx) 

-SW.idx, ir)+i-£^^ !P.(rfar, dx), 
und 



1 1 



dF(_dx, 8x, dx, dx) „ d fddx) i *, * x« ^Kdx) * « . 
dSxt ' °'^' • ' ddx. 

Nun ist, wie schon oben bemerkt, W^ (-^ , -j-j = 0, und deshalb aadi 

_}_dt2_dtJ ^ - 
6x^(0) ' 

mithin kommt, wenn ——, — für ox eintritt, 

1 

ö^iTj « öa:j(0) c öoJe da?i(0) « 
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Durch das angegebene Verfahren folgt daher aus der Gleichung (360? sobald 
f{x] = h gesetzt wird, die Relation 

I ^dt' Bxx (0) ^ A,., df^CoT) ^ (dx dx 

(37.) { \ dt *.,» J exi '^dr dxi(0) 

Die linke Seile derselben stimmt bis auf den Factor ^2h mit dem Ausdruck 
(35".) überein. Es ist somit erwiesen, dass dieser Ausdruck in Folge der 
Gleichung (53^), I, verschwinden muss; deshalb erfüllen die Ausdrücke 
ip^ = 0^ , das System Differentialgleichungen (33.) , und die Ausdrücke ^«^i 
in (32.) sind für ein indefinites t gleich Null. Also befriedigen die h Systeme 
von Grössen ^% in (30.) das System Differentialgleichungen (22.), und der 
erste Punkt des zu leistenden Beweises ist absolvirt. Vermöge der über die 

Grösse m getroffenen Voraussetzung, dass lim. -^= für t-^t^^^O gleich 

der Einheit ist, erhalten die Ausdrücke (30.) die Eigenschaft, für / — („==0 
gleich d^^x zu werden, und deshalb stellen die n Systeme von Ausdrücken, 
die den n Werthen der Zahl ( entsprechen, ein voUstfindiges System von In- 
tegralen des Systems (22.) dar. 

Es bleibt Jetzt noch übrig, aus den n^ Gleichungen, die in der Formel 
0«! e=0 enthalten sind, die Gültigkeit der Gleichung (51.), I, zu deduciren. 
Zu diesem Zwecke ist es dienlich^ das Aggregat 

KU bilruohton, wo ! und ( ein beliebiges Paar von Zahlen bedeuten. Da nach 
einer gegen Ende dos nrt. 6, I, gebrauchten Formel 

Ul, so kommt 

i •^ (li ' dx[ (0) ^ dxt(0) "^ ^ *^ rf< ' öar'rCO) ^ 0x1(0) 

' ^M ^j^i '/'n^ ^J.riw ' dt ;^J.ra\ ;^J.rfv\ ) 






ÖifKO) ö;ri(0) ^ ^'^ ö^öa?i(0) öxj'CO) di öx'rCO) öa?i(0) 

% *'^ c>(r{ C O) cJ>Pi(0) 
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Man hat ferner, in Folge von (12.), I, 

_^ 5]/^0Ö a^oCii) ay^^OÖ ^AW _ ../rT^ ^I^^OO^T^ÄöO 

~ ~di^t diiT"^ dui dut ^ ^>/"W 5^^ —5;;; 

Demnach wird das Aggregat (38.) gleich dem Ausdruck 

m tt,b ' öxf (0) öa;i (0) m* m ^ ^ ^Xg ^x^ 

(0*7.) \ ^__ 

2A dt /A ÖM| ö«, ' 

welcher sich in die folgende Gestalt bringen lässt 

MO ^ /-ÜL.Y ( ^ »»• «^ '' ^a:! (0) dx[ (0) >' m' ^ g)^/; («) £]{Ä 

Vv^'^ ^ ät dt öttf öl 



Nun sind die Grössen ^'J^ ^ reine Conslanlen, die Summe 




a.b «'^ a-<o)öx,(o) a-o^^KO) 

ist der Coefficient |]9(^, des Normaltypus (p{du). Daher besteht die Gleichung 



-?*.,.^?^+-?*M 



\^>> dt 

Weil die linke Seite derselben fflr ein indefinites t als verschwindend nack- 
gewiesen ist, so muss auch die rechte Seite fär ein indefinites t verschwinden, 
und der Ausdruck 

von / unabhängig sein. Für / = /i, ist , , *^^ nach der Voraussetzung 

gleich der Einheit, p,, in Folge früherer Erörterungen gleich «1,1 (0); mithin 
gilt die Gleichung 

(42, ^ä^iip^-^Jmejm') ^ i^,,o,-^i^. 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit duidux und summirt nach den Buchstaben 
f, I, so entsteht die Gleichung 

welche mit der Gleichung (51.) 9 I^ gleichbedeutend ist. Hiermit ist das am 
Ende der ersten Abtheilung ausgesprochene Theorem vollständig erwiesen. 

Eine Consequenz dieses Theorems ist die, dass diejenigen Formen f(dx\ 

bei welchen der Quotient der beiden quadriliuearen Formen 

1 1 
^ V(dx, 8x, dxy 8x) 
I 1 
F (dx, 8x, dx, dx) 

gleich einer von den Differentialen unabhängigen, mithin invarianten Function 
der Variabelen x^ ist, die mit —2k bezeichnet wird, noth wendig zu dem in 
(51.), I, definirten Geschlechte von Formen gehören. Denn die in Rede 
stehende Voraussetzung schliesst die Voraussetzung des erwiesenen Theorems 
in sich. Die Bestimmung der Grösse m durch die Differentialgleichung 

o. _ i d^m 

und die Bedingung 

ist in dem einen Falle ohne die Integralion des Systems der isoperimetrischen 
Differentialgleicbnngen (3.), I« möglich, dass k gleich einer Constante a ist. 
Alsdann erhält m den Werth 

8in(i/2^(t-<J) _ smy^^ÄJM 

m = 7 = 7 • 

ya ya 

Hieraus folgt aber fflr die Form f{dx) der in (9.) angegebene Normaltypus. 

Man kann somit bei einer gegebenen Form fidx) beurtheilen, ob dieselbe in 

die Form (3.) oder (14) transformabel ist, ohne die Integration des Systems 

4er zugehörigen isoperimetrischen Differentialgleichungen vorauszusetzen, und 

das betreffende directe Criterium folgendermassen aussprechen. 

Bei einer gegebenen reeUen Form fidx) enthält die Gleichung 

1 1 
W^dx, 8xj dxy Sx) 



= -2« 



F(dx, 8x, dx, 8x^ 



die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ^ dass die Form f{dx) durch 
eine reelle Substitution in die Form — — ^ — 5- transformirt werden kann. 



O + y/-,«))' 
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6.. 
In einer Abhandlang über eine partieuläre Lösung der Laplaceschen 
Differentialgleichung *) macht Jacobi darauf aufmerksam, dass der transformirte 
Ausdruck von dem Quadrate des Linearelements dx\-{'dai'\-dxl allein ausreicht, 
um die Transformation der Zop^ceschen Differentialgleichung 

d^iD 5V 5'to _ ^ 
dx\ "^ dx\ '^ dx\ ■" " 

zu erhalten. Diesem Gedanken hat Herr Beltrami durch eine Arbeit m/Zn 
teorica generale dei parametri differenziali (Mem. deiracc. delle scienze dellls- 
tituto di- Bologna, 1869) eine umfassende Entwickelung gegeben. Von der 
betreffenden Arbeit ftlhre ich die folgenden Hauptmomente an. 

Wenn w eine Function der n Variabelen a?^ bezeichnet, und im Uebrigen 
die bisherigen Bezeichnungen gelten, so hat der Ausdruck 

(43.) ^.(„) = ift.^^ 

die Eigenschaft, sich in der Weise auf die Form f{dx) zu beziehen, dass der- 
selbe bei der Einfflhrung von neuen Variabelen yx in die entsprechende Function 
der resuUirenden Form g{dy) übergeht. Dieselbe Eigenschaft hat das Element 
eines n- fachen Integrales 

(44.) ^J dxi dx2 . . . dx^ , 

welches unter den speciellen Voraussetzungen des art. 6 , I , bei n = 2 das 
Element der bezäglichen Oberfläche, bei it = 3 das Element des Raumes wird. 
Wenn nun die erste Variation des it- fachen Integrales 

(45.) {n)/ji(u))yjdxidx2.>-dx^ 

gleich Null werden soll, so besteht die erforderliche Bedingung in dem Ver- 
schwinden des Ausdrucks 

(46.) ^,(.) = ^-»jJ ^^J^, 

welcher ebenfalls mit der Form f{dx) covariant ist. Fär die Form f(dx) = ^^dx] 
kommt 



j^ifp) = 'S 



a > dXa 



dx, 



a 9 



« 



) Bd. XXXVI d. J. , pag. 113 ff. 
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mithin ist die Gleichung 

(46^) ^2(tr) = 

die anf n Variabelen ausgedehnte Laplacesche Differentialgleichung. 

Bei der Form f{dx)=^\2dx\ sind die Normalvariabelen «a=^tt— ^«(0)^ 



mithin ist i/2/o(«i) = y'^(a?«— a?.(0)y. Da nun die wichtigsten der bekannten 

Eigenschaften der partiellen Differentialgleichung 2 -^-^ = auf dem Umstände 

beruhen, dass für diese Gleichung ein Integral existirt, welches eine reine 
Function der Grösse y^ (o:« — ^a (0))^ ist, so schien es mir 'von Interesse, die 
Bedingungen zu erfahren, welche eine Form f{dx) erfällen muss, damit die ihr 
zugehörige Differentialgleichung J2 (tr) = ein Integral habe , welehes eine 

reine Function des zugehörigen Ausdrucks y2/o(fii) = r ist. 

Zu diesem Euide möge der Ausdruck J2{w) in den Normalvariabelen 
dargestellt werden. 



Wofern w eine Function der Grösse )/2/;,(«i) = r ist, so hat man 

duf, "" dr ^2f^ öuf, ' 

und in Folge der Gleichung (30.), I, 
Deshalb ist 

6 ' äui rar * 

Da für jede Function y/ der Grösse r die Gleichung gilt 

^ — 7^ w* = 



a OUa 



dua ^ dr '' 



so ist 

du) \ ./ dir 



dua rdr ' dr rdr a oua 



und ^2^^) erhält den Ausdruck 

(47.) J2{fv) = —^+(n-i)—r: + n 'JS-^-u,—r 



dr' ' ^ '^ rdr a dua * rdr 



^ 
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Die noihwendige und hinreichende Bedingung dafär, dass die Gleichung 
J^ (w) = durch eine reine Function der Grösse r erffillt werden könne, 
besteht also darin, dass der Ausdruck 

n 2 -^ — ^n 

eine reine Function von r sei. 

Wofern diese Bedingung erfüllt ist, so hängt die Bestimmung der be- 
treffenden Function ir nur von der Ausfährung von Quadraturen ab. Man 
kann ^2{w) auch in die Form bringen 

. , , d'w , ^ ölo^(//*r-0 dw 

und deshalb kommt 

(48.) .log(^) = -^^!2S^....„,., 

woraus sich zuerst der Werth -^ , dann der Werth tc ergiebl. In dem Falle, 

dass der Normaltypus (p{du) durch die Gleichung (51.), I, dargestellt wird, ver- 
wandelt sich die Gleichung (48.) vermöge der Gleichung (52.), I, folgendermassen 

Wenn aber m eine reine Function von r ist, so wird 

. C48M ..„g(*) = -;5^;2„.g. 

Hieraus folgt 

-— = Consl. m"^*~*\ 

dr ' 

und die Function w wird durch die Gleichung 

(49.) w = Constym-^-^>rfr 

bestimmt. 

Bei denjenigen Formen, die wesentlich positiv sind, steht der so. eben 
gefundene Ausdruck tc in einer genauen Beziehung zu dem Werthe des it- 
fachen Integrales 

(50.) J = {n)/ll^du,du2...du,, 

das durch die Ungleichheit 

2/;,(«i)<r^ 

bestimmt ist. Aus der Gleichung (52.), I, ergiebt sich unmittelbar die Um- 
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formun^ 



J = {n)/4(-^^=^^^ 



i^f.W 



Nun ist m eine reine Function der Grösse }/2/o(ti). Man findet daher durch 
bekannte Methoden, wenn der Werth des Integrals 

*^ 7» 

mit m bezeichnet wird, die Bestimmung 

(50^) J = mJ^nC-^Ur. 

(f 

Durch die Anwendung des Zeichens \i\ fflr die grosseste in der Grösse % ent- 
haltene ganze Zahl kann man aJ^ wie folgt, ausdrücken, 

_ An 

S> = 



(„_2Xn-4)...(n-2[^]) 



Ans der Darstellnng des Integrals J folgt die Relation 

dr 



(51.) -^ = ©«,-'. 



Wenn daher in (49.) die Constante gleich der Einheit genommen wird, so 
ergiebt sich die Gleichung 

Eine Form, bei welcher die Grösse m eine reine Function der Grösse 



|/2^(fii) ist, haben wir durch die Gleichung (9.) charakterisirt; daselbst findet sich 

_ Üny2af,(u) ' 

m = 7 • 

ya 

Fflr diese Classe von Formen besitzt also die partielle Differentialgleichung 
j^ ^fc) = die Eigenschaft, dass derselben das Integral 

genügt. 

Bonn, den 22. December 1869. 
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lieber die Bewegungsgleichungen der ElektricitAt 

för ruhende leitende Körper. 

(Von Herrn Heimholte in Heidelberg.) 



Jtjei Gelegenheit gewisser Versuche wurde ich veranlasst, die Frage 
zu discutiren, in welcher Weise elektrische Ströme im Innern eines körperlich 
ausgedehnten Leiters zu fliessen beginnen. Ich suchte Aufschluss daräber 
aus der Theorie zu gewinnen. Die Bewegungsgleichungen der elektrischen 
Ströme von veränderlicher Intensität fär Leiter von drei Dimensionen, welche 
sich aus Herrn W. Webers sinnreicher Hypothese über das Wesen der elektri- 
schen Fernwirkungen ergeben, sind von Herrn G. Kirchhoff*) entwickelt, 
und theils von ihm, theils von anderen Mathematikern mit Erfolg zur Erklärung 
einiger Beobachtungsthatsachen benutzt worden. Bei meinem Versuche, sie 
auf eine neue Aufgabe anzuwenden, ergaben sich physikalisch unzulässige 
Folgerungen, und die nähere Untersuchung überzeugte mich bald, dass der 
Grund davon in den Principien der Theorie stecke, dass nämlich nach den 
Folgerungen aus der Weberschen Theorie das Gleichgewicht der ruhenden 
Elektricität in einem leitenden Körper labil sei, und dass deshalb die darauf 
gegründete Theorie die Möglichkeit von elektrischen Strömungen anzeige, die 
zu immer grösser werdenden Werthen der Strömungsintensität und der elektri- 
schen Dichtigkeit fortschritlen. 

Als ich dagegen versuchte, neue Bewegungsgleichungen zu bilden, bei 
denen ich statt des Weberschen Gesetzes för die Induction zweier Stromelemente 
auf einander das von Herrn F. E. Neumann **) (dem Vater) formulirte Gesetz 
zu Grunde legte, erhielt ich brauchbare Gleichungen, die für die ruhende 
Elektricität stabiles Gleichgewicht ergaben. 

Bei diesem Widerstreit der Theorien schien es mir rathsam, möglichst 
wenig den Boden der Thatsachen zu verlassen und in der Theorie unbestimmt 



*) Poggendorff» Annalen CIL pag. 529. 

**) Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen Ströme. Schriften 
der Berliner Akad. d. Wiasensch. von 1845. — Besonders abgedruckt. Berlin, Beimer 
1846. — Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie inducirter elektri- 
scher Ströme. Berlin, Beimer 1848. ( V orgelegt der Berliner Akademie 9. August 1847.) 
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ZU lassen, was bisher nicht als durch Versuche entschieden angesehen werden 
konnte. Die Art, wie ich in diese Frage hineingezogen war, liess schon 
erkennen, dass die Untersuchung selbst eine gewisse Einengung in der Breite 
der zulässigen Annahmen herbeifähren würde; denn nur diejenigen Annahmen 
konnten beibehalten werden, die fQr die ruhende Elektricität stabiles Gleich- 
gewicht ergeben. Zweitens schien zu hoffen, dass eine solche Theorie er- 
kennen lassen wörde, bei welchen Klassen von elektrischen Versuchen wir 
erwarten dürften, Erscheinungen zu beobachten, welche auf das wahre Gesetz 
der Fernwirkung zweier Stromelemenle gegen einander einen Rückschluss er- 
lauben würden, und umgekehrt, bei welchen anderen Klassen von Versuchen 
die bestehende Lücke unserer Kenntnisse keinen wesentlichen Einfluss auf ihre 
theoretische Erklärung und Ableitung habe. Diese Aussicht ist auch in einem 
gewissen Sinne erfüllt worden, indem sich zeigt, dass die mit den uns gegen- 
wärtig zu Gebote stehenden Beobachtungsmitteln wahrzunehmenden Erschei- 
nungen von jener Lücke in unseren Kenntnissen wahrscheinlich nirgends Kunde 
geben, und daher auch zunächst nichts zu deren Ausfüllung beilragen werden. 

Die wesentlichste Lücke der Theorie in dem vorliegenden Gebiet be- 
zieht sich auf die durch Aenderung der Stromintensität vorhandener elektri- 
scher Ströme inducirten elektromotorischen Kräfte, sobald die inducirenden 
Ströme nicht vollständig geschlossen sind. Der charakteristische Unterschied 
zwischen einem System geschlossener und einem System ungeschlossener 
Ströme ist, dass in ersterem keine Veränderungen in der Dichtigkeit der freien 
Elektricität vorkommen, wohl aber in dem letzteren. Bisher kennen wir nun 
aus der Erfahrung mit hinreichender Genauigkeit die Gesetze der elektro- 
dynamischen Anziehungen und die damit connexen Gesetze der inducirten 
elektromotorischen Kräfte nur für geschlossene Ströme, oder höchstens solche 
Fälle ungeschlossener Ströme (Leydener Flaschen), bei denen die Unterbrechungs- 
stelle einflusslos auf die elektrodynamischen Wirkungen blieb. 

Der Standpunkt der reinen Erfahrungsthatsachen ist gewahrt, wenn man 
nach Amperes Vorgang die elektrodynamischen Anziehungen darstellt als die 
Kräfte, welche zwei von den Stromkreisen begrenzte Flächen, mit magnetischen 
Doppelschichten bedeckt, auf einander ausüben; aber diese Art der Darstellung 
kann, wie ersichtlich, auf ungeschlossene Ströme nicht ausgedehnt werden. 

Indessen liegt es in der Natur der Sache, dass man versuchen musste, 
die Gesammtwirkung zweier Stromkreise auf einander nicht von zwei imaginären 
durch sie begrenzten Flächen herzuleiten, sondern sie in die Wirkungen ihrer 
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einzelnen Elemente aufzulösen. Dabei zeigte sich, dass das Gesetz der Elemen«- 
iarwirkungen nicht vollständig und eindeutig aus dem der Gesammtwirkung 
bestimmt werden konnte. Schon Ampäre hatte ein Gesetz fOr die anziehenden 
und abstossenden Kräfte gegeben, welche zwei Stromelemente auf einander 
ausäben. Herr Graetmann *) zeigte, dass daffir auch andere Kräfte eingefQhrt 
werden konnten, ohne das Resultat bei irgend einer Anwendung auf ge- 
schlossene Ströme zu verändern. Herr F. E, Neumann (Vater) leitete aus 
Atnpire^ Gesetzen fflr die Kräfte den Ausdruck fär das Potential zweier Strom- 
elemente ab, und sprach zuerst das daraus herfliessende Gesetz der Induction 
aus, im Wesentlichen gestützt auf die Erfahrungsregel, dass die durch Bewe- 
gung von Magneten oder Stromleitern inducirten Ströme dieser Bewegung 
immer entgegenwirken. Wenig später erschien der erste Abschnitt, von Herrn 
W. Wehers „Elektrodynamischen Maassbestimmungen^% in denen er zuerst 
dad unter seinem Namen bekannte Gesetz der elektrischen Fernwirkung auf- 
stellte, welches alle bis dahin bekannten Wirkungen der Elektricität, die elektro- 
statischen, elektrodynamischen und inducirenden unter einen Gesichtspunkt zu- 
sammenfasste. Das daraus hergeleitete Inductionsgesetz war abweichend von 
dem Neumannsclken Gesetze; aber es zeigte die darauf folgende Discussion, 
dass bei richtiger Anwendung des fTeierschen Gesetzes, es fOr alle Fälle, 
wo der inducirende Strom geschlossen ist, genau dieselben Resultate giebt, 
wie das von Herrn Neumann aufgestellte Gesetz. 

Da die von Herrn C. Neumann (Sohn) **) aufgestellte Hypothese über 
die elektrischen Fernwirkungen fflr geringere Strömungsgeschwindigkeiten der 
elektrischen Massen zum Weberschen Gesetze föhrt, so ist auch das daraus 
folgende Inductionsgesetz dasselbe, so lange nur die ersten Potenzen der Strom- 
stärken zu berücksichtigen sind. 

Ein andres Gesetz der Induction ist dagegen in den Arbeiten von 
Herrn Cl MaxweU^**\ wenn auch in verdeckter Form, enthalten, welches 
wiederum für geschlossene, aber nicht für ungeschlossene Ströme mit den 
beiden vorher erwähnten übereinstimmt. 

Analytisch genommen beruht das bezeichnete Verhältniss dieser ver- 
schiedenen Gesetze darauf, dass die Differenzen zwischen den Werthen, die 



*) Neue Theorie der Elektrodynamik in Poggendorffa Annalen LXIV. 1845. 
"*") Nachrichten von der König!. Gesellschaft d. Wies, zu Göttingen. 16 Juni 1868. 
) London; Philosophical Transactions 1865. P. I. p. 459. 
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sie ergeben, alle auf die Form 



B 



ds.da 

gebracht werden können, wo r die Entfernung der beiden Slromelemente ds 
und dOy und B eine Coustante bezeichnet. Diese Grösse liefert aber ein 
Integral vom Werthe Null, so oft sie aber einen ganzen geschlossenen Strom- 
kreis, sei es s oder a^ integrirt wird. Ihr Einfluss verschwindet also ans dem 
Resultate, so oft dabei einer der beiden Stromkreise als geschlossen in die 
Rechnung eingefährt wird. Dasselbe wurde übrigens der Fall sein, wenn r 
auch nur irgend eine Function der Entfernung bedeutete. Im ersten Paragraphen 
der folgenden Untersuchung ist gezeigt worden, dass letzteres die allgemeinste 
Annahme iß,t, welche fflr das Potential zweier Stromelemente gewählt werden 
kann, wenn das Potential geschlossener Stromsysteme immer seinen richtigen 
Werth erhalten soll. Wenn man äbrigens noch die Annahme hinzufügt, wie 
dies in den folgenden Untersuchungen geschehen ist, dass die Wirkung un- 
geschlossener Ströme in die Ferne keiner anderen Function der Entfernung 
proportional sei, als die aller anderen elektrischen Wirkungen, so ist unter r 
in dem obigen Ausdrucke die Entfernung selbst zu verstehen. 

Auf die hier gemachten Bemerkungen gestützt, habe ich meiner Unter- 
suchung einen Ausdruck für das Potential zweier Stron^lemente zu Grunde 
gelegt (§. 1, Gleichung (1.)), welcher eine Constante von unbekanntem Werthe 
(bezeichnet mit k) enthält^ und in dieser Form die sämmtlichen bisher für 
dieses Potential aufgestellten Ausdrücke umschliesst. Aus meinem allgemeineren 
Ausdrucke ergiebt sich nämlich der von Herrn F. E. Neumann gebrauchte, 
wenn wir setzen A=l, dagegen der von Herrn CL Maxwell, wenn wir setzen 
Ä==0, und endlich der von Herrn W. Weber und C. Neumann , wenn wir 
setzen ä= — 1. 

Die besondere Form der Herleitung des betreifenden Ausdrucks, wie 
sie im ersten Paragraphen durchgeführt ist, habe ich gewählt, um hervortreten 
zu lassen, dass unter Hinzunahme der schon erwähnten Hypothese dieser Aus- 
druck der allgemeinste ist, der den Bedingungen der Aufgabe und dem Ge- 
setz von der Erhaltung der Kraft entspricht. Die weitere Annahme, dass 
auch die elektrodynamischen Wirkungen der ungeschlossenen Stromtheile ihrer 
Stromintensität einfach proportional sind, widerspricht gewissen Folgerungen 
der Weberschen Hypothese, die übrigens noch in keinem Falle durch die 
Erfahrung unterstützt worden sind. Wie es sich damit aber auch verhalten 



•* 
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mag^ jedenfalls wird für geringere Stromstärken, die unterhalb einer gewissen 
Grenze bleiben, meine Annahme zulässig sein, so dass diese ungfliistigsten Falls 
die Anwendbarkeit der von mir gezogenen Folgerungen nur in Bezug auf die 
zulässigen Stromstärken beschränkt. 

Im zweiten Paragraphen sind die Werthe des elektrodynamischen Poten^ 
tials ffir Ströme, die continuirlich im Räume verbreitet sind, entwickelt, und 
zum weiteren Gehrauche umgeformt. Die Art der Umformung und die ana- 
lytischen Kunstgriffe, welche dabei angewendet sind, sind im Wesentlichen 
dieselben, welche schon Herr Kirchhoff' för denselben Zweck, aber auf einen 
etwas anders gestalteten Ausdruck angewendet hatte. 

Dann sind im dritten Parctgraphen die Bewegungsgleichungen der 
Elektricität aufgestellt, und auf ein System von Differentialgleichungen gebracht 
worden. Letztere sind im Innern eines Leiters von gleichmässiger Beschaffen- 
heit dieselben, wie fär verschwindend kleine Bewegungen in einem der Reibung 
unterworfenen Gase, nur mit anderen Grenzbedingungen. Dabei ehtsprechen 
aber die elektromotorischen Kräfte den Geschwindigkeiten des Gases, die elektro- 
statische Potentialfunction den Druck- und Dichtigkeitsänderungen des Gases. 

Im eierten Paragraphen folgt dann die Untersuchung, ob durch die 
aufgestellten Gleichungen der Verlauf der Bewegung eindeutig bestimmt sei. 
Dies ist der Fall, wenn die Constante k nicht negativ ist. Wenn sie aber 
negativ ist, ergiebt sich, dass der Werth der durch die elektrische Bewegung 
repräsentirten Arbeit negativ, d. h. kleiner als im Ruhezustande werden kann,, 
was das Zeichen eines labilen Gleichgewichts der Elektricität im Ruhezustande 
ist. In der That wird ganz allgemein fSr Leiter jeder Form nachgewiesen, 
dass, wenn die genannte Arbeitsgrösse erst einmal einen negativen Werth 
hat, die Bewegung, sich selbst überlassen, fortdauernd anschwillt und zu un- 
endlichen Geschwindigkeiten und Dichtigkeiten der Elektricität führt*). 

Die Frage konnte noch sein, ob solche Bewegungen, die nach der 
labilen Seite des elektrischen Gleichgewichts hin ausschlagen, durch die be- 
kannten äusseren Einwirkungen, welche uns bei wirklichen Versuchen zu 
Gebote stehen, hervorgerufen werden könnten, falls die Constante k wirklich 



*) Aus mündlichen Mittheilangen meines Collegen Kirchhoff weiss ich, dass er 
schon vor mir gefunden hatte, dass gewisse elektrische Bewegungen in der Kugel 
nach den von ihm aus der Tf'e6erschen Hypothese abgeleiteten Gleichungen diese 
Eigenschaft haben. 
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einen negativen Werth hätte. Es wird im fünften Parctgraphen an einem 
Beispiel, nämlich der Kugel, gezeigt werden, dass dies wirklich der Fall ist. 
Es muss dies nachweisbar im Allgemeinen geschehen, so oft elektrische Be- 
wegungen in einer homogenen leitenden Kugel dadurch hervorgerufen werden, 
dass man ihr einen elektrisirten Körper nähert, und ihn dann wieder entfernt, 
gewisse besondere Bewegungsarten des elektrisirten Körpers ausgenommen. 

Daraus geht hervor, dass die Annahme eines negativen Werthes für 
die Constante ky wie sie im Weberschen Inductionsgesetze gemacht ist, iiit- 
ifdässig ist. 

Es kann auffallen, dass in den bisherigen Arbeiten über dieses Thema, 
welche alle das von Herrn Kirchhoff*) aus dem TFe6erschen Inductionsgesetz 
hergeleitete System von Gleichungen benutzt haben, diese Unzulänglichkeit 
nicht zum Vorschein gekommen ist. In dieser Beziehung ist zu bemerken, 
dass Herr Kirchhoff selbst Anwendungen der von ihm gefundenen Gleichungen 
nur auf unendlich dflnne Drähte gemacht hat, und es wird in §.7 gezeigt 
werden, dass wenn nur solche Oscillationen der Elektricität als stattfindend 
vorausgesetzt werden, gegen deren Wellenlänge der Durchmesser des Drahtes 
verschwindend klein ist, der Einfluss der Constante k ebenfalls verschwindet, 
so dass Herrn Kirchhoffs Resultate durch die meinigen nicht beeinträchtigt 
werden. 

Dann hat Herr Jochmann **) dieselben Gleichungen angewendet zur 
Bestimmung der Ströme in einem rotirenden und der Einwirkung eines Magneten 
ausgesetzten Leiter. Solche Ströme sind in einer rotirenden Kugel immer 
geschlossene, so dass der Einfluss der Constante k verschwindet, und in einem 
Leiter von andrer Form (Scheibe) hat Herr Jochmann die Einwirkung der 
theilweis ungeschlossenen inducirten Ströme auf einander ausser Rechnutig 
gelassen. 

Endlich hat Herr Lor6er^^^^^) die unter Einwirkung beliebiger periodischer 
äusserer Kräfte in einer homogenen leitenden Kugel vor sich gehenden perio- 
dischen Bewegungen der Elektricität untersucht, und es ist ihm gelungen, das 
ziemlich complicirte System der Differentialgleichungen für diesen Fall voll« 
ständig zu integriren. Seine Arbeit zeigt, dass periodische endlich bleibende 



*) Poggendorffs Aunalen CII, p. 529. 
**) Dieses Journal Bd. LXIII, 158—178; 329—331. 
***) Dieses Journal Bd. LXXl, p. 53. 
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Bewegungen der Elektricitdt in einer Kugel unter Einfluss periodischer Kräfte 
vor sich gehen können, aber nicht, dass solche Bewegungen durch solche 
Kräfte aus dem Zustand der Ruhe hervorgerufen werden. Im Gegentheil 
die Vergleichung mit den von mir aufgestellten Integralen der Differential- 
gleichungen zeigt, dass dauernd endliche Bewegungen unter zeitweiliger Ein- 
wirkung äusserer Kräfte in der Kugel nur möglich sind, wenn schon vorher 
eine schwellende Bewegung der Elektricität bestand, welche durch Einwirkung 
der äusseren Kräfte in eine abschwellende verwandelt worden ist. 

Die von den Herren W. Weber und Lorberg hinzugefflgte Annahme, 
dass die elektrischen Flüssigkeiten träge Masse und Beharrungsvermögen 
hätten, ändert nichts Wesentliches an diesen Ergebnissen. 

Auch die von Herrn W. Weber*) angedeutete Annahme, dass in 
elektrisch geladenen Theilen des Leiters sich positive und negative Elektricität 
mit verschiedener Geschwindigkeit bewegen könnten, wobei dann die Fern- 
wirkungen seiner Hypothese gemäss nicht einfach der Intensität der Strömung 
proportional, sondern auch von dem Producte dieser Intensität und der elektrischen 
Dichtigkeit abhängig werden wärden, beseitigt die Schwierigkeil nicht, da die 
genannte Annahme nur Glieder höherer Dimensionen fainzufflgen würde, die 
unzulässigen Folgerungen aber schon aus den Gliedern el*ster Dirhension 
herfliessen, und sich daher bei den allersch wachsten Strömen schon geltend 
machen müssen. 

Es scheint mir vielmehr, dass die hier zu Tage kommende Unzuläng- 
lichkeit des Weberschen Gesetzes in der Natur desselben tief begründet ist. 
Dieses Gesetz fügt sich allerdings in so fern dem Gesetze von der Erhaltung 
der Kraft ein, als es keinen Kreisprocess zulässt, der Arbeil aus Nichts er- 
zeugte. Aber es widerspricht in so fern, als zwei elektrische Theiichen, 
die sich nach diesem Gesetze bewegen und mit endlicher Geschwindigkeit 
beginnen, in endlicher Entfernung von einander unendliche lebendige Kraft 
erreichen und also eine unendlich grosse Arbeit leisten können. 

Es sei m die Masse, welche sich mit dem elektrischen Theiichen e 
bewegt; dieses sei der abstossenden Kraft des gleichartigen Theilchens e' 
unterworfen; die Bewegung geschehe in Richtung der Entfernung r beider 
Theiichen. Nach dem Weberschen Gesetze ist: 

*) Elektrodynamische Maassbeätimmungen Heft I. p. 160—164. 
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dr 

Wir multipliciren mit -tt und integriren: 



dt 
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Isl -^>^f»c^>C, so ist \^) positiv und grösser als c\ also ^ 

reell. Ist letzteres selbst positiv, so wird r wachsen, bis -^— = lm.c^ dann 

dr 
wird -^TT unendlich gross. 



dl 



Dasselbe wird geschehen, wenn im Anfange C>]m.c^>-^ und 



-t: negativ ist. 

Dies könnte also schon im einfachsten denkbaren Falle, bei der Bewegung 
zweier isolirter elektrischer Theilchen geschehen. Die Resultate unseres fänften 
Paragraphen zeigen, dass dasselbe auch bei wirklich ausführbaren Versuchen 
mtisste* vorkommen können, wenn das FTeft^rsche Gesetz in Wirklichkeit das 
Grundgesetz der elektrischen Fernwirkungen wäre*). 

Im sechsten Paragraphen folgt dann eine Untersuchung darüber, ob 
und bei was für Versuchen ein wahrnehmbarer Einfluss der neu eingeführten 
Constante k etwa erwartet werden könne. Bilden wir die Gleichungen für 
eine radial von einem Centrum in einem unendlich ausgedehnten leitenden 
Medium sich ausbreitende elektrische Bewegung, so zeigt sich, dass sich in 
einem solchen Falle die Elektricität in longitudinalen Wellen ausbreiten kann, 
die aber je nach der Schwingungsdauer und dem Leitungswiderstand des Medium 



*) Das Potential zweier elektrischer Theilchen ist nach Weber 

Fügte man diesem Ausdrucke noch ein Glied hinzu, nämlich 

i + k e.e^ d'r 

so würde man das in Gleichung (1.) §. I gegebene Potential zweier Stromelemente 
erhalten; und wenn k positiv, stabiles Gleichgewicht der Elektricität. Diese Annahme 

würde aber in den Ausdruck der Kraft ein Glied mit -777- bringen, und ich wage 

deshalb keineswegs sie zu empfehlen. 
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einem verschiedenen Grade von Dämpfung unterworfen sind. Ist die Dämpfung* 
gering, so ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit solcher longitndinalen Wellen 

nach unserer Bezeichnung gleich -7-^1 wobei der Factor -j nach Herrn Weben 

Bezeichnung gleich -^ ist, welche letzlere Grösse, wie schon Herr Kirchhoff 

gefunden hat, der Lichtgeschwindigkeit ausserordentlich nahe gleich ist und als 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen in einem sehr gut leiten- 
den Drahte von ihm nachgewiesen wurde. 

Nach Herrn MaicweUs Annahme k=0 wurde die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der longitndinalen elektrischen Wellen in einem Leiter unendlich gross 
werden, das heisst, die strömende Elektricität wflrde sich wie ein incompressibles 
Fluidum verhalten. Es bringt diese Annahme eine sehr beträchtliche Ver- 
einfachung der analytischen Schwierigkeiten hervor, die bei den hierher ge- 
hörigen Aufgaben vorliegen, weil bei diesem Werthe von k nie freie Elektricität 
in das Innere eines homogenen Leiters eintritt, wenn sie nicht von Anfang 
an darin vorhanden war. Es wird dabei eine der Grundgleichungen der 
Aufgabe ((IL) 9 beziehlich (IP.j des §.3) frei von dem Differentialquotienten 
nach der Zeit, also ihre Integration nach der Zeit unnöthig. 

Nach Herrn F. E. Neunumns Annahme &=1 , wird die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Longitudinal wellen gleich der des Lichtes. Wäre k eine 
nicht sehr grosse positive Zahl, so würde die genannte Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit doch zu der des Lichtes immer noch in einem endlichen Ver- 
hältniss stehen. Nach Fouriers Satz kann man sich jede elektrische Bewegung 
zerlegt denken in eine Summe superponirter einfacher Oscillationen. So 
lange nun die Wellenlängen der Longitudinal wellen der mit den gegebenen 
Beobachtungsmitteln wahrzunehmenden Oscillationen so gross sind, dass die 
Dimensionen der leitenden Körper dagegen verschwinden, so lange kann auch 
die Bewegung keinen merklichen Einfluss der Constante k zeigen, und kann, 
selbst wenn k von Null verschieden ist, mit hinreichender Annäherung ge- 
funden werden, auch wenn wir zur Erleichterung der Rechnung Ar=0 setzen» 

Der einzige praktisch vorkommende Fall eines Leiters von sehr er- 
heblicher Erstreckung, wenigstens nach einer Richtung hin, ist der eines langen 
Drahtes. Ich habe deshalb im siebenten Paragraphen den Ablauf elektrischer 
Wellen in einem unendlichen Cylinder von kreisförmiger Basis so weit unter- 
sucht, als fflr den vorliegenden Zweck nöthig war. Ist die Wellenlänge sehr 
gross gegen den Durchmesser, so afficirt die Constante k erst die kleinen 

Joarnnl (üt Mathematik Bd. LXXU. Heft 1. 9 
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Glieder höherer Ordnung. Die der ersten Ordnung finden sich fibereinstimmend, 
wie in Herrn Kirchhoffs Analyse. 

Es geht daraus hervor, dass wir uns bei den elektrischen Versuchen 
der von der Constante k abhängigen Geschwindigkeit der elektrischen Longi- 
tudinalwellen gegenüber in einer ähnlichen Lage befinden, wie in der Optik 
der Lichtgeschwindigkeit gegenüber. Bei unseren Laboratoriumsversachen 
werden wir nicht leicht in die Lage kommen, die eine oder die andere be- 
rücksichtigen zu müssen, oder ihren Werth bestimmen zu können, wenn wir 
nicht Mittel anwenden, ganz ungewöhnlich feine Zeitunterschiede wahrnehmbar 
zu machen, wie dies für die physikalische Messung der Lichtgeschwindigkeit 
geschehen ist. 

In den bisher besprochenen ersten sieben Paragraphen der vorliegenden 
Arbeit sind die elektrostatischen und elektrodynamischen Wirkungen als reine 
Wirkungen in die Ferne behandelt worden, welche die zwischen liegenden 
isolirenden Medien nicht afficiren und von ihnen nicht afficirt werden; es war 
dies, bisher wenigstens, die geläufige Betrachtungsweise der meisten mathe- 
matischen Physiker, wenigstens des Continents. Indessen wissen wir jetzt, 
namentlich durch Faradays Entdeckungen, dass bei weitem die meisten körper- 
lichen Medien magnetisirbar sind, und dass ein der magnetischen Polarisation 
ähnlicher Zustand von dielektrischer Polarisation in den elektrischen Isolatoren 
vorkommt. Die einfachste Theorie des Diamagneiismus wird gewonnen, wenn 
wir auch den den Weltraum füllenden Lichtäther als magnetisirbar voraussetzen, 
und ist dies einmal angenommen, so liegt es nicht fern, ihn auch als Die- 
lektricum, in Faradays Sinne, zu betrachten. Für die Wirkungen ruhender 
oder langsam bewegter Elektricität, ruhender oder langsam bewegter Magnetismen 
ergiebt eine solche Hypothese, welche das den Weltraum füllende Mediam 
selbst als dielektrisch und magnetisirbar betrachtet, durchaus dieselben Resultate^ 
wie die, welche den Raum als absolut wirkungslos ansieht. Faradays 
Theorie freilich, welcher Herr Cl. Maxwell in dem oben citirten Aufsatze 
ihren mathematischen Ausdruck gegeben hat, geht weiter, indem sie die Fern- 
krUfte ganz leugnet, und dafür nur die durch contiguirlich fortschreitende Pola- 
risation des Medium fortgepflanzten Wirkungen setzt. Beide Theorien sind 
einander in gewissem Sinne entgegengesetzt, da nach der von Poissan ans- 
gegangenen Theorie der magnetischen Induction, welcher die Theorie der 
dielektrischen Polarisation der Isolatoren ganz entsprechend durchgefQhrt werden 
kann, die Fernwirkung durch die Polarisation verkleinert, nach Herrn MaxweUs 



Helmholtt, über die Bewegungsgleichungen der EleklricUäL 67 

Theorie dagegen die Fernwirkung durch die Polarisation des Medium gerade- 
zu ersetzt wird. 

Aus Herrn ifaxtre/Zs Theorie hat sich nun das merkwürdige Resultat 
ergeben, dass elektrische Störungen in isolirenden Dielektricis sich in Trans- 
versalwellen verbreiten, für deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit sich im Lnft- 

räume die Grösse -j, das heisst die Lichtgeschwindigkeit, ergiebt. 

Bei der hervorragenden Bedeutung , welche dieses Resultat ffir die 
weitere Entwickelung der Physik haben könnte, und da die Frage Aber die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen "Wirkungen in neuerer Zeit 
mehrfach angeregt worden ist, schien es mir wichtig, auch noch zu unter- 
suchen, was das von mir verallgemeinerte Inductionsgeselz fDr den Fall er- 
gebe, dass magnetisirbare und dielektrisch polarisirbare Medien vorhanden 
seien. Dies ist im achten Paragraphen geschehen. 

Diese Untersuchung ergiebt Folgendes: 

1) In dielektrischen Isolatoren, selbst wenn sie nicht magnetisirbär 
sind, können sich elektrische Bewegungen in transversal und longitudinal oscil- 
lirenden Wellen fortpflanzen. 

2) Die Geschwindigkeit der transversalen Wellen 4m Luftraum (be- 
ziehlich Weltraum) ergiebt sich in der Rechnung als desto geringer, je grösser 
seine dielektrische Polarisirungsfähigkeit angenommen wird. Ist diese NuU^ 
so ist die genannte Geschwindigkeit unendlich; ist die Polarisirungsfähigkeit 
sehr gross, so findet man die Geschwindigkeit der transversalen Wellen, wie 
bei Herrn MaxweU, gleich der Lichtgeschwindigkeit. 

3) Die Geschwindigkeit der longitudinalen Wellen im Lufbraume findet 
sich gleich dem Product aus der der transversalen Wellen mit dem Factor 

-TT- und einer von der magnetischen Beschaffenheit des Luftraums abhängigen 

€onstanten. In Uerrn Maxwells Theorie ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
longitudinalen elektrischen Wellen als unendlich vorausgesetzt, was dem Werthe 
A=0 entspricht; das heisst, longitudinale Wellen kommen gar nicht zu Stande. 

4) Die Geschwindigkeit der transversalen und der elektrischen longi- 
tudinalen Wellen in andern Isolatoren wird desto kleiner, je mehr ihre elektrische 
und magnetische Polarisirbarkeit die des Luftraums flbertrifft. In den Leitern der 
Eliektricität pflanzen sich die Wellen unter allmäliger Schwächung durch Absorption 
fort. Fflr die Transversalwellen stimmt auch dies mit H^rrn Maxweih Theorie. 

5) Wenn der Isolator, in welchem sich transversale elektrische Wellen 

9» 
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fortpflanzen magnetisch polarisirbar ist, und die elektrischen Oscillationen 
parallel einer durch die Fortpflanzungsrichtung gelegten Ebene geschehen, so 
finden magnetische transversale Oscillationen senkrecht zu dieser Ebene statt, 
die mit derselben Geschwindigkeit fortgepflanzt werden. Fär magnetische 
longitudinale Oscillationen ergiebt sich in solchen Medien unendliche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. 

Es ergiebt sich also aus diesen Untersuchungen, dass die merkwürdige 
Analogie zwischen den Bewegungen der Elektricität in einem Dielektricum und 
denen des Lichtäthers *) nicht von der besonderen Form von Herrn MaxweUs 
Hypothesen abhängt, sondern sich in wesentlich ähnlicher Weise auch ergiebt, 
wenn wir die ältere Ansicht über die elektrischen Fernwirkungen beibehalten. 

Zu der bisher nicht ^bestimmbaren Constanten k unserer Untersuchungen 
kommt also noch eine zweite, nämlich die aus den bisherigen Versuchen eben- 
falls nicht bestimmbare dielektrische Constante des Luftraums, oder die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Transversalwellen im Lufträume. 

§1. 

Die allgeroeinere Form des luductionsgesetzeR. 

Das von Herrn F: E, Neumann aufgestellte Inductionsgesetz fflr die 
Ströme, welche durch Bewegung von Magneten oder von Leitern constanter 
geschlossener Ströme inducirt werden, ist der unmittelbare Ausdruck der Er- 
fahrung, wonach die durch Bewegung induclrten Ströme dieser Bewegung immer 
entgegenwirken, und wonach die elektromotorische Gesammtkrafl des durch eine 
gewisse Bewegung erzeugten Integralstroms unabhängig von der Schnelligkeit 
dieser Bewegung ist. Um den mathematischen Ausdruck hierfür zu gehen, mussten 



*) Diese Analogie ist noch in einer andern sehr wichtigen Beziehung vorhanden, 
'welche Herr Maxwell nicht berührt hat. Man hat den mechanischen Zustand des Licht- 
äthers in durchsichtigen Medien bisher dem der festen elastischen Körper gleich ge- 
setzt. Diese Annahme ergiebt aber für die Grenze zweier durchsichtiger Medien 
andere Grenzbedingungen , als man braucht, um die Refraction und Reflexion des 
Lichts an dieser Grenze zu erklären, so dass hier in der theoretischen Optik ein un- 
gelöster Widerspruch bestanden hat. Die Theorie der elektrischen Oscillationen (Glei- 
-chungen (2(K.) nis (20^) unten) ergiebt aber nicht bloss im Innern eines gleichartigen 
isolirenden Medium, sondern auch an der Grenze von zwei solchen Medien, dieseloen 
Gesetze der Fortpflanzung, der Refraction und Reflexion der Wellen, wie wir sie beim 
liichte thatsächlicn finden, vorausgesetzt dass man entweder die magnetische oder die 
dielektrische Polarisationsfähigkeit beider Medien gleich und letztere sehr gross setzt. 
Von der bezeichneten Alternative hängt es ab, ob die elektrischen oder magnetischen 
Oscillationen eines polarisirten Strahls in der Polarisationsebene geschehen« 
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die Kräfte, welche zwei durchströmte Leiter, oder ein solcher und ein Magnet, 
auf einander ausüben, auf die Differentialquotienten einer Kräflefunction, oder 
wie diese hier genannt wurde, eines Potentials zuräckgefährt werden. 

Dies war zunächst unmittelbar möglich mittels des ^nip^eschen Satzes, 
wonach die Fernwirkung eines geschlossenen Stromes auf Magnete oder andere 
Ströme gleich ist derjenigen einer vom Strome begrenzten Fläche, die mit 
einer magnetischen Doppelschicht bedeckt ist, deren Moment in allen gleich 
grossen Flacbenstficken das gleiche und der Stromstärke proportional ist. 

Das Potential eines Stromes auf einen andern oder auf einen Magneten, 
im iVetimannschen Sinne, kann definirt werden als diov Quantität mechanischer 
Arbeit, welche durch die elektrodynamischen oder elektromagnetischen Ab- 
stossungskräfte geleistet wird, wenn die beiden Ströme, beziehlich Strom und 

Magnet, bei unveränderter Stromstärke und Magnetisirung in unendliche Ent- 

> 

fernung von einander übergeführt werden. 

Das von Herrn Neumann formulirte Gesetz sagt dem entsprechend aus, dass 
die inducirte elektromotorische Kraft, welche in dem Stromleiter s durch Be- 
wegung anderer constanter Ströme oder Magneten hervorgebracht wird, pro- 
portional ist der auf die Zeiteinheit berechneten Zunahme des Potentials jener 
Ströme und Magnete, genommen auf den von der Stromeinheit durchströmten 
Leiter s. 

Ich habe dann gezeigt, dass, wenigstens bei der Induction durch Be- 
wegung eines unveränderlichen und die Elektricität nicht leitenden Magneten, 
aus dem Gesetze der Erhaltung der Kraft folgt, dass die genannte elektro- 
motorische Kraft der genannten Aenderung des Potentials nicht nur proportional, 
sondern gleich sein muss, wenn man die Einheit des Widerstands so wählt, 
dass die Einheit des Stroms in derselben während der Zeiteinheit eine der 
Einheit der Arbeit äquivalente Wärmemenge erzeugt. 

Weitere Erfahrungen zeigten, dass die elektromotorische Kraft des 
Integralstroms ebenfalls den gleichen Werth hat, wenn der inducirende Strom 
im unbewegten Leiter geschlossen wird , als wenn der Leiter mit dem schon 
bestehenden Strome aus unendlicher Ferne her schnell. in die betreffende Lage 
geführt wird. Es folgt daraus, dass es für die inducirende Wirkung einerlei 
ist, ob die Zunahme des Potentials durch Bewegung oder Verstärkung des 
Stroms erfolgt. 

Die Induction, welche ein Strom auf sich selbst ausübt, und welche 
in seiner eigenen Bahn den Extracurrent der Schliessung und Oeffnung her- 
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vorruft, konnte unter dasselbe Gesetz gebracht werden, und ich selbst habe 
durch den Versuch nachgewiesen, dass die Stfirke auch dieser verhdltniss- 
mässig schnell verlaufenden Stromschwankungen, wenigstens bei vielgewundenen 
gut leitenden Spiralen, einfach durch das Neumcmnsche Gesetz geregelt wird*). 
Ffir einen einzelnen Stromkreis, dessen Widerstand W ist und in welchem 
die constante elektromotorische Kraft A wirkt, ist also nach dem OAmschen 
Gesetze 

worin P das Potential des von der Stromeinheit durchlaufenen Stromkreises 
auf sich selbst bezogen bedeutet, und zwar so berechnet ,^ dass die Wirkung 
aller Elemente a des Stromes auf alle diejenigen Elemente b, die noch nicht 
als a in die Summe aufgenommen sind, addirt wird. So berechnet ist das 
Potential das Maass der mechanischen Arbeit, die bei Form Veränderungen 
des Stroms geleistet werden kann. Bei den Inductionswirkungen kommt jedes 
Stromelement als inducirendes und inducirtes in Betracht, und kehrt deshalb 
jede Combinalion aus je zweien zwei Mal wieder. Daher der Factor 2 vor P. 
Aus jener Gleichung folgt die Gleichung der Erhaltung der Kraft: 

Nun ist AJdt die Arbeit (chemische in den hydroelektrischen Ketten), welche 
während der Zeit dt, um den Strom zu treiben, aufgebraucht ist; J^Wdt ist 
der Theil dieser Arbeit, der durch Wärmeentwickelung in der Stromleitung 
vernichtet ist. Daraus folgt, dass die gleichzeitige Zunahme der Grösse —PJ^ 
einer Arbeitsleistung entspricht, welche die den Strom treibenden Kräfte ver- 
richtet haben, während der Strom ansteigt. Umgekehrt, wenn die elektro- 
motorische Kraft A beseitigt wird, und der Strom allmälig auf Null sinkt in 
der übrigens geschlossen bleibenden Leitung, so wird durch den Extracurrent 
die der Grösse —PJ^ äquivalente Wärmemenge wiedererzeugt. 

Es ist hierbei zu bemerken, dass die Grösse P nach Herrn Neumanns De- 
finition nothwendig negativ ist, und daher —PJ^ positiv. Dieser Satz, dass das 
negativ genommene Gesammtpotential sämmtlicher vorhandener Ströme auf ein- 
wder dem durch das Bestehen dieser Ströme repräsentirten Arbeitsäquivalent 



*) Ueber die Dauer und den Verlauf der durch Stromesschwankungen inducirten 
Slaröme. Po^^^itdor/fs Annalen LXXXIII/ p. ÖOÖ. 1851. 
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gleich ist, gilt ganz allgemein ffir beliebige Systeme geschlossener Ströme. 
Es wird nicht nöthig sein, den Beweis dafflr an dieser Stelle auszuführen, 
da in §. 4, Gleichung {b",) der Beweis ganz allgemein (auch ungeschlossene 
Ströme nach der neuen Inductionsformel umfassend) gegeben werden wird. 

Daraus folgt also, wie schon die Herren* FT. Thomson und CL Maxwell 
hervorgehoben haben, dass die Strömung der Elektricilftt, ähnlich der lebendigen 
Kraft einer bewegten trägen Masse, einer Arbeit äquivalent ist. Nur tritt der 
Unterschied ein, dass dies Arbeitsäquivalent der elektrischen Strömung in einer 
complicirten Weise von den räumlichen Verhältnissen der vorhandenen Ströme 
abhängt. 

Wenn zwei geschlossene Stromkreise s und a mit de>n Stromintensitälen 
f und j vorhanden sind, ist das Potential von der Form 

Darin sind P^^^ und F^,^ die Potentiale der Kreise s und a auf sich selbst, 
Pg^^ das Potential der beiden auf einander, alle für die Stromeinheit in s und 
a berechnet. 

Die Grösse Pj,,a*iJ ist also nach ihrer ursprünglich von Herrn F. E. 
Neumann ihr gegebenen Bedeutung die Grösse mechanischer Arbeit, welche 
bei Constanten Strömen die beiden Leiter leisten können, wenn sie in unend-* 
liehe Entfernung von einander gebracht werden. Ihre negativen Differential«* 
quotienten, für irgend eine Lagenänderung genommen, sind die elektrodynami-* 
sehen Kräfte, welche diese Lagenänderimg hervorzubringen streben. Dass 
für geschlossene Ströme diese Kräfte auf ein Potential zurückgeführt werden 
können, ist durch die Ergebnisse der Versuche erwiesen. Für ungeschlossene 
Ströme könnte dies zweifelhaft erscheinen. 

Eben deshalb ist es wichtig, dass die Grösse —P^^a - i j noch die zweite 
von den Bewegungen der Stromleiter unabhängige Bedeutung hat. Sie ist 
derjenige Theil des vorhandenen Arbeitsäquivalentes, der von dem gleichzeitigen 
Vorhandensein der beiden Ströme t und j herrührt. Eine Function dieser 
Art muss offenbar auch für eine einzelne oder zwei neben einander bestehende 
ungeschlossene Strömungen exisüren. Es muss sich der Werth des Arbeits- 
äquivalents ihrer elektrischen Bewegung angeben lassen. 

Wenn wir mit D, und D^ die Elemente der Länge zweier linearen Leiter 
s und a bezeichnen, mit (/>« ^ D„) den Winkel, welchen die Richtungen beider 
mit einander machen, mit r ihre Entfernung, mit t die Intensität des Stromes 
in Sj mit j die in a^ so ist nach Herrn F. E. Neumann das Potential der 
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Imden Stromelemeole auf einander gleich 

Darin ist J^ eine Conslante, deren Grösse von dem zor Messung der Strom-» 
starke gebrauchten Maasse abhängt Herr Nemnamn bat An^ires elektrody- 
namische Stromeinheilen gebraucht, und demzufolge Ä^ = ^ gesetzt. Wir 
wollen im Folgenden elektrostatisches Strommaass gebrauchen, das heisst als 
Einheit der Stromstärke diejenige ansehen, wobei die gesammte Quantität 
Elektricität (algebraisch summirt), welche durch einen Querschnitt des Leiters 
in der Zeiteinheit fliesst, gleich Eins ist*). Als Einheit der Elektricität be- 
ztichnen wir mit Gatue diejenige, welche ruhend in der Einheit der Entfernung 
die gleiche ruhende Masse mit der Einheit der Kraft abstösst Dann ist nach 
den Messungen der Herren W. Weber und R. KoUramseh zu setzen 

4- = 310740 . i(f Millimeter 



Ä Secunden ^ 

oder -j ist eine Geschwindigkeit von 41928 geographischen Meilen in der 

Secunde, eine Geschwindigkeit, welche der des Lichtes gleich kommt. 

Der obige Ausdruck für das Potential zweier Stromelemente, sowie 
auch der von Ampdre för die Anziehungskraft zweier Stromelemente gegebene 
Ausdruck, aus dem jener Werth des Potentials abgeleitet wurde, ist selbst 
hergeleitet aus und gepröft worden an Beobachtungsthatsachen , welche sich 
auf geschlossene Ströme beziehen **). Er ist aber bisher nicht durch die 
Erfahrung als gfiltig erwiesen fär solche Ströme, welche nicht als ein System 
flberall geschlossener Stromcurven angesehen werden können, deren jede ein- 
zelne in ihrer ganzen Länge constante Intensität hat, und in der That ergeben 
die Theorien der Herren W. Weber und CL Maxwell andere abweichende 
Ausdrücke fbr das Potential zweier Stromelemente, obgleich ihre Ergebnisse 
für alle elektrodynamischen und inducirenden Wirkungen geschlossener Ströme 
durchaus mit der Neumannschen Theorie zusammenstimmen. 



^ Diese Bestimmung ist übereinatimmeDd mit deije^igen, welche die Commission 
der British Association ftlr Bestimmung deg Widerstandsmaasses gewählt hat Herrn 
W. WAers mechaniBche Stromeinbeit ist doppelt so gross, weil er verlangt, dass die 
Einheit der positiven Elektricität allein genommen, in der Zeiteinheit den Querschnitt 
durchfliesse. 

**) Ströme mit Gleitstellen können immer als geschlossene Ströme von veränder- 
Udier Form betrachtet werden. Entiadungsströme von Leydener Flaschen sind bis- 
her auf die elektrodynamischen Wirkungen der ünterbrechungsstelle zwischen den 
Mden Belegen nicht untersucht worden. 
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Wir haben zunächst zu untersuchen, welches die allgemeinste Form des 
Aasdrucks ffir das Potential der einzelnen Stromelemente sei, die in allen 
den Fallen, wo einer der Ströme geschlossen ist, den gleichen Werth, wie 
die Neumannsche Formel ergiebt. Zu dem Ende stellen wir folgende lieber* 
legong an. 

Es gehe der Stromleiter s vom Punkte a zum Punkte b, tmd der in 
ihm fiUessende Strom habe die Intensität i, ferner gehe der Stromleiter a vom 
Punkte c zum Punkte d, und der Strom in ihm habe die Intensität j. Es i^ei 
Q der wirkliche Werth des Potentials dieser beiden Stromleiter und P der 
nach Neumanns Formel berechnete Werth. Wenn wir nun statt des Strom- 
leiters s einen andern Si mit denselben Endpunkten setzen, und in ihm die- 
selbe Stromintensitat t von a nach b fliessen lassen, mögen die entsprechenden 
Werthe von Q und von P beziehlich mit Qi und P^ bezeichnet werden* Lassen 
wir nun die beiden Stromleiter s und Si zugleich bestehen, aber so, dass die 
Siromintensttfit in letzterem gleich — t gemacht wird, und daher sein Potenttsl 
•nf c den negativen Werth —Qt erhält, so bilden i iü s nnd — < in «i einen 
gMcUossenen Strom, dessen Potential Q — Qi i«t DieM« ist aber anch dorek 
die Neumannsche Form vollständig gegeben, also: 

(?-<?! = P-Pl. 

Setzen wir also* 

Q = P+F, 
so ist auch 

Q, = P, + F 
und die Grösse F überhaupt durchaus unabhängig von der Form, Länge, Lage, 
Biditnng des Stromleiters e z?iischen a und b^ wenn nur die Lage dieser 
semer Endpunkte anverändert bleibt. 

Ebenso ergiebt sich, dass F auch nnabbängig von dter Form ies Btnm^ 
leiters swischen den Punkten c und d ist, wenn nar diese beides Kadpankle 
von a unverändert bleiben. 

Die Grösse F hängt also von keinen anderen Raumgrössen ab, als von 
den Coordinaten der Punkte a/b^ c und d. Wenn non fl))erhatipt die Ge- 
sammt Wirkungen, welche zwd Ströme auf einander ausüben, als die Summen 
der gleichartigen Wirkungen aller einzelnen Elemente des einen auf alle ein- 
zelnen Elemente des anderen betrachtet werden dürfen, so sind die Ansdrfldte 
Q und F entstanden dorch Integrationen über sfttntnlliche Elemente von s und 
Cy «&# die Fnnction F, Welche nur von den Coordinaten der Endpunkte ab- 

Jonrnal fttr Mathematik Bd. LXXU. Heft 1. 10 
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hangt, muss also die Form haben: 

i¥0 jede dieser rechts stehenden Functionen nur von der Lage der durch die 
Indices bezeichneten Punkte abhängt. 

Die einzige Raumgrösse, welche durch zwei Punkte vollständig be- 
stimmt ist, ist deren Entfernung; also müssen F^^j etc. Functionen der Ent- 
fernungen r^^a elc. sein. Von andern Raumgrössen können sie nicht abhängen, 
wohl aber können sie noch beliebige Functionen der Intensitäten i und j sein. 

Reduciren wir nun die beiden Stromleiter s und a auf zwei verschwin- 
dend kleine Elemente Ds und Da^ und verstehen wir unter F irgend eine 
Function der Entfernung r dieser Elemente und der Intensitäten t und j, 
so wird 

Fb,d-Fa^d-Fb,c+Fa,c = -^^^-^'Ds.Da. 

Dies ist also die allgemeinste Form der Ergänzung, welche dem Netsmannsehen 
Ausdrucke des Potentials zweier Stromelemente gegeben werden kann, ohne 
dass dadurch die Gesammtwirkung eines geschlossenen Stroms auf einen be- 
liebig beschaffenen anderen Strom geändert wird. 

Ich erlaube mir im Folgenden die Form der Function F durch die 
schon in der Einleitung erwähnten Hypothesen zu beschränken, welche sich 
auf die Analogie der sämmtlichen bisher bekannten Fälle elektrischer Wir- 
kungen stützen. 

Erstens setze ich die in der Function F zusammengefassten Wirkungen 
den Intensitäten t und j direct proportional. 

Zweitens setze ich voraus, dass die Abhängigkeit von der Entfernung 
in diesem Falle dieselbe ist, wie bei allen anderen elektrischen Fernwirkungen, 
die sich von einem Massenelement gleichmässig nach allen Richtungen ausbreiten ; 

däss nämlich die Potentialfunction proportional — , die Kräfte proportional 

— r sind, 
r 

Nach diesen beiden Hypothesen haben wir zu setzen 

d'F ^ jg . . dV 

WO B eine Constante bezeichnet. 

Bezeichnen wir die Coordinaten von Ds und Da beziehlich mit a:, jf, j» 
und S, Tif C> die Projectionen beider Elemente auf die Coordinaten besi^hlich 
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mit Dxy Dyy Du und Di, Dt], D^, so ist 

ds r * f. 9 * f, 

= cos(r, Ds).DSy 

dr 

-- — Da = — cos {r, Da). Ds, 

wenn (r, Ds) und (r, Da) die Winkel bezeichnen , welche die vom Punkte 
(S, T], ^) nach {Xy y, z) positiv gerechnete Richtung von r mit den Richtungen 
der Elemente Ds und Da macht. 

Weiter erhalten wir durch nochmalige Differentiining : 



dt. da 



Da. Da 



= ~^{Dx.D^-\-Dy.Dri+Dt.D^)-ir^co9{r,D8).cos{r,Da)Ds.Da 
oder 

5^ = — [cos (r,i)»). C08 (r. Da) -cos (D». Da)]. 

Es hat also der oben gegebene Werth von -r—j- wirklich dieselbe Art 

der Abhängigkeit von r, wie andere elektrische Potentialfunctionen. Dagegen 
wSre, wie man sich leicht aberzeugt, keine andere Function von r, als allein 
F=B.i.j.r, im Stande den in den obigen beiden Hypothesen gestellten Anforde- 
rungen zu genflgen. 

Was die Annahme insbesondere betrifft, dass die Function F den In- 
tensitäten f und j dirject proportional sei, so werden wir es im Folgenden 
mit Gleichungen zu thun haben, in denen die Stromintensitäten nur linear 
vorkommen. Sollte also die Abhängigkeit ^er Function F von t eine solche 
sein, dass sie nach Potenzen von t entwickelt höhere Potenzen dieser Grösse 
eintreten Hesse, als die erste, — worauf bisher aber noch keine Erfahrungsthat- 
sache hindeutet, — so wfirden immerhin unsere Gleichungen noch fflr Strömungen 
von einer gewissen geringeren Intensität ihre Geltung behalten. 

Dasselbe wurde, wie schon erwähnt, der Fall sein, wenn nach einer 
von Herrn W, Weber aufgestellten Hypothese, die Fernwirkungen nicht bloss 
von der Intensität, sondern auch vom Product der Intensität und der Dichtigkeit 
der freien Elektricität abhängen sollten, eine Hypothese, die übrigens ebenfalls 
noch durch keine Erfahrungsthatsaehe unterstützt wird. 

In den von uns zu behandelnden Fällen wenigstens würde die Dichtigkeit 
im Innern der Leiter bei verschwindend kleinen Stromintensitäten immer selbst 

10» 
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eine verschwindend kleine Grösse derselben Ordnung sein, und also das Pro- 
duct beider zu vernachlässigen. 

Beide Möglichkeiten würden also nur die Breite der Anwendbarkeit 
unserer Folgerungen für stärkere Ströme beschränken, ohne ihre Richtigkeit 
ffir schwache Ströme aufzuheben. 

Ich setze jetzt, um den von uns zu brauchenden verallgemeinerten 
Ausdruck des elektrodynamischen Potentials zweier Elemente auf die zweck- 
massigste Form zu bringen, die oben gebrauchte Constante 

worin k eine neue Constante bezeichnet. Dann wird das Potential zweier 
Stromelemente gleich dem Ausdrucke: 

(1.) - 1^-^ [(!+&). cos (D», Da)+(l-k) .cosir, Ds) .C03(r, Da)]Ds .Da . 

§.2. 

Umformung der Ausdrücke des Potentials für continuirlich im Räume verbreitete 

StrömuDgeu. 

Ich bezeichne mit u, v, w die Coraponenten der elektrischen Strömung 
in Richtung der positiven rechtwinkligen Coordinaten x, y, & im Innern eines 
continuirlich durchströmten Körpers, und die Werthe des elektrodynamischen 
Potentials, welches die sämmtlichen vorhandenen Ströme in Bezug auf die 
Stromcomponenten u, r^ w im Volumenelemente dx . dy . dz hervorbringen, 
der Reihe nach mit 

—-4^. U.u .dx.dy.dz, 

—•A^. V.v .dx.dy .dzy 

m 

—Ä^.W.w.dx.dy .dz. 

Der Werth von U ist nach dem in Gleichung (1.) festgestellten Werthe des 
Potentials je zweier einzelner Stromelemente 

Unter dem Integralzeichen sind u, v^ w als Functionen von i, rj^ ^ zu nehmen, 
und die Integration ist entweder Ober den ganzen Raum, oder wenigstens 
Ikber alle Stellen des Raumes auszudehnen, in denen elektrische Strömungen 
oder Bewegungen elektrisirter Hassen vorkommen. 
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Die Werthe von V nnd W erhallen >^ir, wenn wir in (1^) vertansciieD 

ü, Uy Xy I 
mit V, r, y, rj 

oder mit Wy w, », ^. 

Der Werth von U lässt sich auch in folgender Form schreiben: 

Bezeichnen wir mit W folgenden Ausdruck 

so können wir, vorausgesetzt, dass V einen endlichen Werth hat, die Werthe 
von üy V und W in folgender Form geben : 

iiif ixf* fli* 

In dem Ausdrucke (1^) für !F sind die Grössen jF^ j"^ ^ *chte Brfiche, 

und ^P* ist jedenfalls endlich, wenn, wie im Folgenden mit Ausnahme von 
§. 7 immer angenommen werden wird , nur endliche elektrische Massen ißH 
endlicher Geschwindigkeit bewegt werden, und diese sich alle in endlicher 
Entfernung von einander befinden, so dass jenseits eines gewissen Abstandes 

(l^) u = e^w = 0. 

Um die Conlinuität der Functions V, U, V und W^ so wie ihrer 
Differentialquotienten festzustellen, beziehlich die Ausnahmefälle zu finden, 
nehmen wir hierzu noch die Gleichungen, welche die Constanz der Quantität der 
Elektricität ausdrücken. 

Bezeichnen wir mit 9) die Potentialfunetion der freien Elektricität, so 
ist im Innern eines Raumes, in welchem die Elektricität endliche Dichtigkeit 
bat, die Abnahme dieser Dichtigkeit für die Zeiteinheit gleich 

fO ^ ^ rf/^y du dv . du> 

worin das Zeichen J die Operation bezeichnet 

rf» d* d' V 



dx^^ dg^^ d»» 
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Und an einer mit Elektricität belegten Fläche i2 mag N die Normale der 
Fläche bezeichnen, a, b, c die "Winkel, welche ihre Richtung mit den positiven 
Axenrichtungen der x, y, z bildet, dS2 das FlSchenelement; (p, u^ v, w mögen 
Werthe dieser Functionen bezeichnen an der Seite der Fläche, die der negativen 
Richtung der Normale zugekehrt ist, dagegen 9>i, tii, Vi und Wi die Werthe 
an der Seite der Fläche, wo die positive Richtung der Normale hinzeigt. 
Dann ist die Zunahme der Elektricitätsmenge auf der Flächeneinheit gleich 

(^"•) "i^T [äT^"" driiv] "" («~««i)cosa+(r~r0cos6+(i«?-i«?,)cosc. 

Wenn man nun mit Benutzung von (2.) und (2"".) die Gleichung (l"".) partiell 
integrirt, so erhält man 

oder auch, wenn man die freie Elektricität mit E bezeichnet, 

Die Integrale, welche bei der Bildung von (2^.) sich auf die unendlich 
entfernte Grenzfläche des Raumes beziehen, müssen nach der bei (l^) ge- 
machten Annahme gleich Null werden, und sind deshalb weggelassen. 

Durch Benutzung des Greenschen Satzes ergiebt sich ferner, dass, wenn 

-^ nirgends disconlinuirlich ist, das heisst, wenn nirgends elektromotorische 

Flächen von veränderlicher Kraft vorkommen, der in (2^.) angegebene Werth 
von V gleich sei 



'p^^-^f^'^^'^'^^'^^- 



Auch hier können wieder die auf die unendlich entfernte Grenzfläche des 
Raumes bezflglichen Integrale weggelassen werden, unter Voraussetzung, dass 

daselbst ^^ keine grösseren Glieder enthält, als solche von der Form 



dt 



jy cosa 
Jo . — i— 

r 



WO a der Winkel ist, den die Linie r mit irgend einer festen geraden Linie 
bildet, und B eine Constante. Die gemachte Voraussetzung wird immer zu- 
trefl^en, wenn alle zu beracksichtigenden elektrischen Bewegungen nur in end- 
licher Entfernung von der untersuchten Stelle vor sich gehen. 
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Da nnn 



. 2 

Jr = — , 



SO folgt: 



(2''.) ( und 



J'F = 2. 



dq> 



dt 

Die Function !P ist also analytisch darstellbar als die Potentialfunction einer 
mit der Dichtigkeit '^y^'W ^"^S^^r®''®*®'^ Masse. Da nun -^ jedenfalls 

nicht an einer Fläche unendlich wird, so ist W fiberall stetig, ebenso seine 

dV dV dV 
Differentialquotienlen -^, -^, -^; beide mit eventueller Ausnahme solcher 

Punkte, in denen ^ unendlich wird. 

Demgemäss sind die oben in {\^.) gegebenen Werthe von U, Vy W 
jedenfalls überall stetig, mit Ausnahme solcher Punkte , wo die elektrische 
Strömung unendlich wird. 

Es ergiebt sich ferner aus (2"^.) durch Differentiation nach x 

und durch partielle Integration nach | 

Daraus folgt, dass auch die ersten Differentialquotienten von ÜF nach 
Xy g, ^ genommen als Potentialfunctionen einer Masse dargestellt werden 

können, deren Dichtigkeit — gfT'dr^ ^^*' Diese ist äberall endlich, ausgCH 
genommen in Punkten, in denen die Geschwindigkeiten unendlich werden. Also 
müssen mit Ausnahme solcher Punkte auch die zweiten Differentialquotienteii 
von V fiberall stetig sein.- 

Nachdem dies festgestellt ist, folgt aus den in (1^.) für ü, F und W 
gegebenen Werthen, dass auch U, V, W mit Ausnahme einzelner Punkte 
unter den angegebenen Voraussetzungen äberall, namentlich auch an den Grenz- 
flächen der Leiter stetige Differentialquotienten haben mflssen. Passelbe Resultat 
kann übrigens auch direct aus der Gleichung (l"*.) mittels ähnlicher Betrach-^ 
tungen abgeleitet werden, wie sie angewendet werden, um für die Potential- 
functionen von Massen endlicher Dichtigkeit den gleichen Beweis zu führen. 
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Aus der Gleichung (2''.) folgt 

(20 jw=^2^ 



und demgemäss aus (1 .) 



dt 



^v =(i-*)-Ä-4-' 



(3.) {JV :=(i-k).£^-47,V, 

Ferner ergiebt sich ans (1''.) 
du , dV , dW i-k .^. ff l-x , r)-u , f-»\ .^ . «. 

Indem man aus (2^.) für das erste Glied links den Werth setzt, und das fol-- 
gende Glied partiell integrirt mit Beräcksichtigung von (2.) und {2''.\ so er- 
hfilt man 

Nachdem diese Eigenschaften der Functionen U^ V, W festgestellt sind, können 
wir zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen übergehen. 



§. 3. 

Bewegungsgleichungen der Elektricität 

Die elektromotorische Kraft, die im Punkte x, y, z wirkt, ist zusammen- 
gesetzt aus derjenigen, die von der elektrostatischen Kraft der freien Elektri- 
citfit herrOhrt, und deren Grösse durch die negativ genommenen Differential- 
quotienten der Potentialfunction 9 der frefen ElektricitSt g0gd)en wird, und 

fiemer aus der Inductionskraft, die in Richtung der x gleich —A^--^ ist. 

Bezeichnen wir also den Widerstand eines prismatischen Leiters von der Ein- 
heit der Lfinge und Einheit des Querschnitts mit x, so sind folgendes die Be- 
wegungsgleichungen der Elektricität : *) 



*) Um die hier gegebenen Gleichungen auf die fircUojfscben znrttckzuftihren 

setze man 

statt k X g> Ä* 

nunmehr —1 -jr i«ß -r- 

« c 
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^"^ dx ^ dt ' 

Was den Werlh der Conslanten x betrifiTl, so ist Herrn W. Webers 

elektromagnetische Stromeinheit nach unserer Bezeichnung gleich -r-, seine 

Einheit der elektromotorischen Kraft dagegen gleich A zu setzen, also seine 
elektromagnetische Widerstandseinheit gleich A^. Für Kupferdrahte von 1 Milli- 
meter Länge und 1 Milligramm Gewicht ergeben seine Messungen die Grösse 
des Widerstands, aus verschiedenen Drahtproben berechnet, wie folgt : 

Jacobis Draht 2 310 000 

Kirchhofs Draht 1 916 OÖO 

W. Webers Draht ..... ... 1 865 000 

Mittel . . . 2 03U 300 

Um ffir einen Leiter von einem Millimeter Länge und einem Quadratmillimeter 
Querschnitt den Widerstand zu finden, muss man diese Zahlen durch das 
specifische Gewicht des Kupfers 8,95 dividiren, und so ergiebt sich als dem 
Mittel jener drei Kupfersorten entsprechend 

y. = 227000^^ Quadratmillimeter 

becunden 

oder 

^ = 425370.10" Secunden. 
Der bestleitende Draht von galvanoplastischem Kupfer ergiebt 

"" = 513144.10" Secunden. 

In den Gleichungen (3^.) sind U, V, W und tp zunächst als Integrale gegeben. 
Um die betreffenden Gleichungen in die Form von Differentialgleichungen zu 
bringen, brauchen wir nur die genannten vier Grössen als Unbekannte zu 
benutzen. 

Wir haben dabei zu unterscheiden: 

1) Theile des Raums, die wir mit S bezeichnen wollen, welche leitend 
sind, und auf deren Inneres keine anderen Kräfte wirken, als die elektro- 
statischen und inducirten elektromotorischen Kräfte. Innerhalb solcher Theile 
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gelten die Gleichungen (3^.)? welche bei Berflcksichtigong von (3.) die Form 
annehmen : 



,^f'-('-*)Ä=^i^+^''" 



dt ♦♦ 

rfV 4n i dq> , .,dV 



('■) ^^•-<i-*)S = ^if+^ 



dt 



2) In anderen Theilen des Raumes können wir die elektrischen Strö- 
mungen als vorgeschrieben betrachten. Dies wird zum Beispiel dw Fall sein, 
wo elektrisch geladene Isolatoren bewegt werden, oder elektrische Ströme in 
Drähten unter Einfluss relativ grosser hydroölektrischer Kräfte circuliren. Aach 
wenn man Magnete durch ein System elektrischer Ströme ersetzt denkt, sind 
diese als unverdnderlich vorgeschriebene Ströme zu betrachten. Diese Theile 
des Raumes mögen mit S|, die Werthe der Functionen U, V, W, (p etc. mit 
^M ^19 ^19 Vi ^^^* bezeichnet werden. In ihnen ist 

3) Im ganzen Räume S und Si gilt die Gleichung (3".) 

dU dV dW _ dv 

("•) -dT^-d^^-^sr - -'"-dT-» 

4) Die Grenzbedingungen an mit ElektricitSt belegten Flächen i2 sind 

(IIL) U- U, ^ K- Fl = W- W, = y-yi = 0, 

™. dU dU, _ dV dV, _ dW dW,^^ 
^^^'^ IW dN " dN diV " diV dN ^' 

5) In unendlicher Entfernung von den Leitern und bewegten Massen 

(V.) l/= V=-W = (p = 0. 

Wenn aus diesen Gleichungen U, \\ W und q> bestimmt sind, erhält 
man u, t, w durch die Gleichungen (3.). 

Das System der Gleichungen (I.) bis (V.) vertritt vollständig die Be- 
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dingungen der Aufgabe, die ausgesprochen sind durch die Gleichungen (l''.)? 
nebst den entsprechenden Gleichungen för 9 und w^ und durch (2.), (S"*.)? (^^O- 

Da das System (I.) bis (Y.) abgeleitet ist aus den Bedingungsgleichungen 
der Aufgabe, so ffigl es keine neuen Bedingungen hinzu, die jene nicht 
enthalten. 

Umgekehrt ist nachzuweisen, dass, wenn das System (L) bis (V.) erfüüt 
isty jene eier Bedingungsgleichungen der Aufgabe erfüllt sind. 

Zunächst ist ersichtlich, dass die Gleichungen (3^.) unmittelbar aus (I.) 
erhalten werden, wenn man JU etc. durch die Geschwindigkeiten ausdrückt, 
wie in den u, d, w definirenden Gleichungen (3.) vorgeschrieben ist. 

Die Gleichung (2.) erhält man, wenn man die Gleichungen (II.) und 

(II*.) der Operation J unterwirft, und die Werthe von J-r- ©tc. aus (3.) bildet. 

Die Gleichung (2".), welche an Flächen i2 gilt, erhält man durch fol- 
gende Betrachtungen. Wenn ^P eine Function ist, die auf beiden Seiten der 
Fläche i2 gleiche Werthe hat, # 

aber -j^ von --7;— verschieden ist, so ist, wie leicht zu sehen, 
dN dN ' ' ' 

dx ~ m ®®^"' 

dy - dN •'°^*' 

Tz " dN *'°^^' 

wo a, b, e wie fräher die Winkel sind, welche die Normale N mit den Co- 
ordinatenaxen macht. Da -^—^ -j-^ -j- auf beiden Seiten der Fläche i2 
nicht verschieden sind, so ist 

dx.dy dN\ dy r°^^> 



und daraas folgt: 



dy.dy dN\ dy S^^^'^' 

^:öleos6-^:^5=^.cosa = 0. 

dx.dy dy 



Daraus folgt weiter, dass, wenn man die Werthe von -^ und -^ aus den Glei- 
chungen (II.) entnimmt, 

11» 
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c.s<.[j(v-u.)+k£^^]+cosi[jiv-r,Hk^!^^] 

und wenn man hierin für JU, ^Ui u. s. w. die Werthe setzt aus (3.) und 
(r.), so folgt die Gleichung (2^). 

Endlich ist noch zu erweisen, dass die Functionen Uy Yy W der Glei- 
chungen (I.) bis (V.)? wenn man vermöge der Gleichungen (3.) die Ge- 
schwindigkeiten Uy f>y w einführt, gleich den in (1".) und gemäss (l''.) gebilde- 
ten Werthen dieser Grössen sind. Dies geht daraus hervor, dass eine Function, 
die überall endlich und stetig ist, deren Differentialquotienten ebenfalls überall 
endlich und stetig sind, und die in unendlicher Entfernung gleich Null ist, wie 
dies die Gleichungen (Ill-X (IV.), (V.) von U, K, W aussagen, nach den be- 
Jiannten Sätzep über Potentialfunctionen dargestellt werden kann in der Form 

Setzt man nun statt JU die in (3.) und (P.) gegebenen Werthe, so 

erhält man Gleichungen von der Form (1 .), wo der Werth von —j— etc. 

zunächst in der Form von (2^) gegeben ist. Die Transformationen aber des 
Werlhes von V^ welche uns von der Form (1^) zu (2^) geführt haben, und 
welche auf partiellen Integrationen beruhten, kann man alle rückwärts machen, 
und kommt so auf die Gleichungen (1"^.) und (l**.), die nur eine andere Schreib- 
weise von (1^) sind. 

Es ist in diesen Entwickelungen keine Rücksicht genommen auf das 
Vorkommen elektromotorischer ( hydroelektrischer oder thermoelektrischer ) 
Moiecularprocesse. Haben diese constante Kraft, so geben sie einfach einen 
den übrigen Strömen superponirten constanten Strom. Haben sie aber inconstante 
Kraft, so lassen sich die Umformungen der Function V nicht immer so aus- 
führen, wie oben geschehen. 



Die in der Einleitung erwähnte Analogie zwischen den Bewegungen 
der Elektricität in einem Leiter und denen eines Gases zeigt sich in folgender 
Weise. Es sei p der Druck, (> die Dichtigkeit, u, e, w die Componenten 
der Strömungsgeschwindigkeit; letztere seien so klein, p und (> so wenig von 
den Werthen po u^d (fo in der ruhenden Flüssigkeit unterschieden, dass die 
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Glieder zweiler Dimension der Grössen {p—px)\ (Q'-Qu) verrtaiciilfissigl werden 
können. Dann sind die Bewegungsgleichnngen eines reibenden Gases, auf 
dessen Inneres keine äusseren Kräfte wirken: 

_JL ^P — ^'*_ . d /du ■ de dw\ 

7*5^ "" W^^^^^li^d^'^'d^'^liJ' 

\ dp de . d rdu , de , dw\ 

i dp dw . d fdu , de , dtt?\ 



Man setze 



Q d% dt 

1 dg ^ du de .dw 
(} dt dx dy dz 



stall u, V, tt, -^— ^, -^-r-^' l^'' *' 



so erhalten wir die fQr das Innere eines Leiters von constanlem Leitungsver- 
mögen geltenden Bewegungsgleichungen der Elektricität. Dabei ergiebt sich 

e-Qo ^^'* 

Dem kann ein Gas von stabilem Gleichgewicht nur entsprechen, wenn k positiv 
ist. Ist &=0, wie in Herrn Mctxwells Annahme, so wflrde die Elektricität 
sich wie eine incompressible Flüssigkeit bewegen. Auch müssen die beiden 
Reibungscoefficienten u und r positiven Wertb haben, wenn die Vergleichun^ 
statthaft sein soll, was bei v nur der Fall ist, wenn 1 > A >> ist. 

Die Geschwindigkeiten der Flüssigkeit entsprechen aber hierbei, wie man 
sieht, nicht den Geschwindigkeiten der Elektricität, sondern den elektromotori- 
schen Kräften. Die Geschwindigkeiten der Elektricität wären vielmehr den 
durch die Reibung hervorgebrachten Bewegungskräflen proportional. 

Die Grenzbedingungen freilich sind abweichend; indessen giebt eine 
solche Yergleichung immerhin einen Anhalt für die Vorstellung. 

§.4. 

Eindeutigkeit der Lösungen und Stabilität des Gleicbgewicbts. 

Bezeichnen wir mit <P denjenigen Theil der Arbeit, welcher durch 
Abänderung der elektrischen Strömungen in den Leitern S verändert wird, 
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SO besteht derselbe aus zwei Theilen 0^9 welcher den elektrodyiiamischeD, 
und 01 ) welcher den elektrostatischen Wirkungen entspricht« Die ganze 
Grösse dieser Arbeit ist 

(4.) * = *, + *,, 

(4«.) *o = iA'yiUu+Vv+Ww)dx.dy.dz, 

Durch partielle Integration ist dieser letztere Werth, wie bekannt, auf die Form 
zu bringen 

und ist also nothwendig positiv. 

In dem Werthe von ^o ersetzen wir zunächst u, v, w durch die Werthe 
dieser Grössen in (3.) und (P.) und erhalten 

*« = -^/{U.JU+V.JV+W.JW 

-(i-*)[''Ä,+»'^+«'Ä]l'^*"- 

Wenn man hier partiell integrirt mit Berücksichtigung der Gleichungen (III.), 
(IV.) und (V.), so erhält man 

Hierin bezeichnet U^ irgend eine von den Grössen U, V, W, und x^ irgend 
eine von den Coordinaten x, y, js. 

Wenn man berücksichtigt, wie sich aus (III.) und (IV.) durch partielle 
Integration ergiebt, dass 

f/dU dV du dV\, . . ^ 

so verwandelt sich der letzte Ausdruck in 



d 



Durch die in (4^) und (4"^.) gegebenen Werthe von 0i und *o ergiebt sich, 
dass beide nothwendig positiv sind, wenn &• einen positiven Werth hat, oder 
gleich Null ist. Wenn aber k einen negativen Werth hat, so kann das Ar- 
beitsäquivalent der elektrischen Bewegung negativ, also kleiner als im Gleich- 
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gewichtszustand Sverden* Es wäre alsdann der Zustand der Ruhe nicht ein 
Minimum der Arbeit, also das Gleichgewicht in diesem Zustande nicht stabil. 

Der Unterschied im Verlauf der Störungen des Gleichgewichtszustandes, 
je nachdem k positiv oder negativ ist, zeigt sich noch bestimmter, wenn wir 
die Gleichung der lebendigen Kraft fflr die elektrischen Bewegungen aufstellen. 
Dieselbe wird uns auch dazu dienen, nachzuweisen, dass durch die Gleichungen 
(I.) bis (V.)) wenn gleichzeitig der Anfangszustand gegeben ist, die elektrische 
Bewegung eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass A>0. 

Wenn nämlich zwei von einander verschiedene Lösungen der Glei- 
chungen (I.) bis (V.) existirten, und in der einen 

u', r, w, q>', 

in der andern 

die Werthe der in den Gleichungen vorkommenden Functionen' wären, so 
würden auch ihre Unterschiede 

gesetzt, den Gleichungen (I.) bis (V.) genügen, wenn in diesen fi4=f?|=iri=0 
gesetzt würde. 

Um nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen eine solche Ver- 
schiedenheit der Lösungen möglich wäre, wollen wir den Werth von -^ mittels 
der Gleichungen (L) bis (V.) bestimmen, wobei wir festsetzen, dass 

(5.) Ui = ei = Wi=^0 

sei, also keine Bewegung der Elektricität ausserhalb der Leiter S vorkomme. 

Aus den in §. 1 aufgestellten Principien ist schon klar, dass der Werth 
sein muss 

d0 



(^"•) ^ = ''Jkf^W + fd')dS, 



da, wenn äussere inducirende Kräfte fehlen, die in der Leitung erzeugte 
Wärme, deren mechanisches Aequivalent rechts in Gleichung (5^) steht, nur 
erzeugt werden kann auf Kosten des Arbeitsäqmvalents der elektrischen Ver- 
theilung und Bewegung. In der That lässt sich die Gleichung (ö"".) verificiren 
aus den Gleichungen (3.), (L) bis (V.), (4.) bis (4''.) und (5.). Am einfachsten 
geschieht dies mittels der mit (L) identischen Gleichungen (3^.) 
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JkJw+'-X's = -/(«••S-+<'-|+«'-^)'« 

Aus der in (1^) vorgeschriebenen Bildungsweise von U und der in (4^) vor- 
geschriebenen von 4»o ist leicht ersichtlich, dass 

Ferner ergiebt sich aus (4'.) leicht 

(/( 4nJ l dx dx.dt dy dy.dt dz dz.dt J ' ^' • 

und wenn wir hierin die Grössen u, v, w mittels der Gleichungen (2.) und 
(2".) einführen, und partiell integriren, ergiebt sich 



= /(^-&+*"^ + '^-^)*^-^»-^*- 



dt 



Da ausserhalb S nach Gleichung (ö'*.) u, t, w überall Null sind, ist es einerlei, 
ob wir die Integration in diesem letzten Ausdruck nur auf den Raum S, oder 
auf den ganzen unendlichen Raum ausdehnen. 

Diese Umformungen zeigen, dass die Gleichungen (I.) bis (Y.) der 
Forderung des Gesetzes von der Erhallung der Kraft, wie sie in (5*'.) aufge- 
gestellt ist, entsprechen. 

Die Gleichung (5".) zeigt, dass die Grösse -rr- nur einen negativen 

Werlb haben kann, da das rechts stehende Integral eine Summe von lauter 
Quadraten ist, und x, der Widerstand, jedenfalls positiv. 

A. Wenn A^O ist, ist fp nothwendig immer positiv, und kann nicht 
kleiner als Null werden. Ist es also in irgend einem Augenblicke der Be- 
wegung gleich Null, so muss es von da ab fortdauernd gleich Null sein. Da- 
mit aber Null sei, müssen alle die positiven Quadrate, deren Summe es ist, 
gleich Null sein, also entsprechend (4.), (4^) und (4^.) 

dq> _^ dtp ^V __, n 

dx dy di ' 

was, da tp im Unendlichen gleich Null sein muss, nur geschehen kann, wenn 
im ganzen Räume (p = 0, d. h. wenn gar keine freie Elektricitat existirt. 
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Ferner, wenn wir (4'^.) gleich Null setzen, ergiebt sich 

dll^dV^ ^^d»r dW _ dU 

dy "^ dx ^ dz ^ dy ^ dx dz ^ 

dU ^ dV . dW ^ 



dx dy dz 

Durch D ifferentiiren erhält man aus diesen Gleichungen : 

und da ausserdem U, V, W und ihre ersten Differentialquotienten nirgends unstetig 
sein sollen, so folgt, dass im ganzen Räume 

Daraus folgt also entsprechend den Gleichungen (4^), dass, wenn im 
Anfang der Bewegung 

diese Differenzen fortdauernd gleich Null bleiben. 

Wenn also k^O und wenn für den Anfang der Bewegung die Werthe 
f>on Vy V, W gegeben sind, so bestimmen die Gleichungen (I.) bis (V.) ••• 
Verbindung mit (3.) die Bewegung der Elektridtät vollständig. 

Es folgt ferner daraus, dass, wenn wir fflr die Zeit t<CT und <>t 
zwei verschiedene analytische Ausdrücke der Bewegung haben, diese eine 
einzige continuirliche Bewegung darstellen, wenn zur Zeit t = r beide Aus- 
dmcksformen flberall im Räume gleiche Werthe von (p, (7, V und W ergeben. 

B. Wenn k negativ ist, so kann * negativ werden, und die Bewegung der 
ElektricitSt kommt nicht nothwendig zum Stillstand, wenn ^gleich Null wird. 

Aber auch in diesem Falle muss, wenn äussere Einwirkungen fehlen, -r- nach 

Gleichung (5".) nothwendig immer einen negativen Werth haben, und wenn 
also 4> einmal negativ geworden ist, so muss es zu immer grösseren und 
grösseren negativen Werthen fortschreiten. Damit ^ einen endlichen negativen 
Werth F haben könne, muss nothwendig der mit dem negativen k multiplicirte 
Theil seines Werthes 

grösser als f_L\ P sein und bleiben. 

Wenn q) überall endlich ist und bleibt, so muss -£- in endliche!} Theileni 
des Raumes einen endlichen Werth haben, danut das vorstehende Integral 
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einen endlichen Werth haben könne. Wenn die leitenden Körper S endlich 

begrenzt ^ind, nimmt -—- in unendlicher Entfernung ab wie — r, und die von 

unendlich entfernten Theilen des Raumes herrührenden Theile des Integrals 

werden also jedenfalls unendlich klein. Damit aber -^ endliche Werthe in 

endlicher Raumerstreckung habe, müssen endliche Geschwindigkeiten der Elektri- 
cität in endlichen Räumen, oder unendlich grosse Geschwindigkeiten in unendlich 
kleinen Räumen bestehen. Denn es ist 



dg> 
W 



=/["-Ä(l)+-;^(l)+-i(T)]*'--'«- 



Wenn aber die Geschwindigkeiten forldauernd in endlichen Räumen endliche 

d0 

Werthe haben, muss --7-- nach Gleichung (5''.} fortdauernd einen endlichen 

negativen Werth haben, und ^ also fortdauernd wachsen bis zu unendlicher 
negativer Grösse. 

Daraus folgt, dass, wenn nicht -^, «, v oder w von vorn herein an ein- 
zelnen Stellen unendliche Werthe haben, sie jedenfalls mit der Zeit zu onend- 
liehen Werthen anwachsen müssen. Ist also bei negativem Ar die Grösse ^ 
nur einmal negativ geworden, so wird die entsprechende elektrische Bewegung 
sich fortwährend an Intensität steigern, wenn sie nicht von Anfang an in 
einzelnen Stellen unendlich ist. 

Das bedeutet also, dass bei negativen Werthen von k das GkichgewiclU 
der ruhenden ElektricUät in leitenden Körpern ein labiles Gleichgewicht ist. 

Bewegungen, welche ^ negativ machen, sind in sehr mannichfacher 
Weise möglich. Man braucht nur anzunehmen, dass in irgend einem Augea* 
blick keine freie Elektricität existire, also (p = sei, und dass ausserdem sei 

u=-^, K=-^, fr=^. 

dx ^ dy ^ dz 

Dann fallen alle positiven Theile von 4> weg, und nur der negative bleibt 
übrig. Die Function / ist hierbei nur den Bedingungen unterworfen, dass 
nach den Gleichungen (P.) bis (Y.) und (5''.) ausserhalb S 

und an den Grenzen von S die ersten und zweiten Diiferentialquotienten von 
X continuirlich und in unendlicher Entfernung gleich Null seien. Es kann x 
innerhalb S vollkommen beliebig gewählt werden, und ist dann für den Aussen- 
räum bis auf eine willkürliche Constante bestitoimt. 
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Unter diesen Umständen ist nun auch die für positive Werthe von k 
gezogene Folgerung nicht zulassig, dass die Gleichungen (I.) bis (V.) die Be- 
wegung der Elektricität eindeutig bestimmen, wenn die Werthe U, Vy W, q> 
fOr die Anfangszeit gegeben sind. Es kann sich nfimlich zu der gegebenen 
Anfangsbewegung eine verschwindend kleine labile Bewegung gesellen, welche 
nach Verlauf einer gewissen Zeit endliche Werthe erhält. 

Wohl aber kann auch för negative Werthe von k gezeigt werden, dass, 
wenn in zwei verschiedenen Integralen der Gleichungen (I.) bis (V.) sich die 
Grössen Vy V, Wy tp zu Anfang und zu Ende einer gewissen Zeit unendlich 
wenig von einander unterscheiden, die beiden Integrale auch während der ganzen 
Dauer dieser Zeit sich unendlich wenig von einander unterscheiden. 

Denn für ihre Differenz gilt Gleichung (5''.), und ist -^ fortdauernd 

negativ. Wenn also fflr ihre Differenz der Werth von * zu Anfang und zu 
Ende der betreffenden Zeitperiode versehwindend klein ist, so muss er während 
der ganzen Dauer dieser Periode verschwindend klein gewesen sein. 

Wenn also auf einen elektrischen Leiter während einer gewissen end-^ 
liehen Zeit inducirende Kräfte einwirken, und ein Integral der entsprechenden 
Bewegung gefunden wird, welches die Werthe von U, V^ W, cp für t = —oo 
und < = -f 00, gleich Null ergiebt, so giebt es keine zweite Lösung, die den- 
selben Bedingungen genügte. 

§. 5. 

Radiale Strömungen der Elektricität In einer leitenden Kugel. 

_ i 

Die Erörterungen des vorigen Paragraphen zeigen nur die Möglichkeit, 
dass unendlich fortschreitende Störungen des elektrischen Gleichgewichts ein- 
treten könnten, wenn k einen negativen Werth hat ; aber sie lassen noch dem 
Zweifel Raum, ob solche Störungen auch wirklich zu Stande kommen können 
bei denjenigen Methoden elektrische Bewegungen hervorzurufen, welche uns 
bei Versuchen zu Gebote .stehen. 

Um zu zeigen, dass dies der Fall sei,^wird es genflgen, ein möglichst 
einfaches Beispiel zu behandeln, und ich wähle dazu radiale Bewegungen der 
Elektricität in einer Kugel, die hervorgebracht werden durch Verengerung und 
Erweiterung einer äusseren concentrischen, mit Elektricität geladenen Kugel- 
schaale. In dieser Form wird zwar das wirkliche Experiment nicht leicht 
ausgeführt werden. Aber es ist zu bemerken, dass ein unserem Falle ent- 

12» 
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sprechendes, von den Richtungen der Radien unabhängiges Glied jedesmal vor- 
kommen wird) wenn man die durch Annäherung eines elektrisirten Körpers 
in der Kugel hervorgerufene Bewegung nach Kugelfunctionen entwickelt. Denkt 
man sich nftmiich alle die elektrischen Bewegungen in der Kugel snperponirt 
(und ungestörte Superpoeition verschiedener Bewegungen ist möglich), welche 
dadurch entstehen wfirden, dass der gleiche elektrisirte Körper von allen 
möglichen verschiedenen Richtungen aus zur Kugel in gleicher Weise bewegt 
wird, so wird die Summe aller dieser Bewegungen auf den von uns zu be- 
handelnden Fall fflhren, und es ist klar, dass die durch solche Superposition 
entstandene Gesammtbewegung kein mit der Zeit in das Unendliche wachsendes 
Glied enthalten kann, wenn nicht die ursprAngliche einzelne Bewegung ein solches 
enthält. Stellt sich also heraus, dass unser vorausgesetzter einfachster Fall eine 
labile Störung des elektrischen Gleichgewichts ergiebt, so folgt, dass diese auch 
stattfindet in jedem Falle, wo eine elektrische Masse in gleicher Weise der 
leitenden Kugel genähert und entfernt worden ist, wie wir dies von der von 
uns angenommenen concentrischen elektrischen Schicht voraussetzen. 

Wir setzen 

x = (>cosa, K = (>cos/?, a = pcos/. 

Der Radius der leitenden Kugel sei di ; über eine grössere concentrische Kugel- 
fläche von dem veränderlichen Radius R sei die elektrische Masse M gleich- 
massig ausgebreitet. Die elektrischen Strömungen sollen nur in Richtung des 
Radius geschehen; wir werden also setzen können 

(^•) «'^-ä^' ''-■rfir' "^-"1^' 

Da alles um den Mittelpunkt der Kugel symmetrisch ist, werden auch 
die Werthe der elektromotorischen Kräfte 17, F, W von der Form sein: 

ond q> wird wie x ^^^ ^ ^^i* ^^ne Function von q und t sein. 

Da die Herren W. Weber und Lorberg die Annahtne gemacht haben, 
die Elektricität könne auch träge Masse haben, so will ich diese Annahme 
in diesem Paragraphen ebenfalls recipiren, und den linken Seiten der Bewegungs- 
gleichungen (3^.) noch entsprechende Glieder hinzusetzen ; die träge Masse der 
elektrostatischen elektrischen Einheit werde mit fi bezeichnet. Die Gleichungen 
(3^.) verschmelzen dann in eine Integralgleichung für das Innere der Kugd 
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■ 

itlid die Gleichungen (3.) und (3".), die im ganzen Raum« gelten, werden: 

(6".) jn=-k^. 

Die Gleichungen (6*.) und (6^) treten hier an Stelle von je drei 
Gleichungen, die durch Differentiirung nach x^ y und z aus ihnen entstehen. 
Es ist beim Uebergang von den letzteren tn ihren beiden Integralgleichungen 
nicht nöthig, eine willkürliche Function der Zeit hinzuzufügen, da eine solche 
schon in /7 und / steckt, deren Differentialqaotienten nach x^ y^ x genomtneii 
wir allein brauchen. 

Die letzten beiden Gleichungen ergeben noch, wenn sie von einander 
subtrahirt werden: 

(6-0 ^ = 4nx. 

Die Gleichung (6"^.) ergiebt ferner, dass n durch den ganzen Raum 

gleich der Potentialfünction der Dichtigkeit x"- -^ sei. Dadurch ist 11 ebenfalls 

bis auf eine willkürliche Function der Zeit, die keinen Einfluss auf die Lösung . 
unserer Aufgabe bat, vollständig bestimmt, wenn <p gefunden ist. 

Zur Beatimmnng von (p im InAern der Kugel ergiebt sich zunächst aus 
der Gleichung (6^.), wenn wir an ihr die Operation J ausführen, und die 
Werthe von 77 und x a^s (G^.) und (6*.) substttuiren : 

: PO ^i£-^+5i-^+*! = ^''•^- 

Im äussern Räume dagegen ist der Werth von 9 nur abhängig von den Ge^ 
sammtmengen der Elektricitfit 3R auf der Kugel vom Radius 9t| if auf der 
vom Radius R. 

Für«<e<Äisty-:- + ^ u„d^ = -.^.— ; 
(7") ( 

für p > Ä ist y = — und -^ = 0. 

Was die Grenzbedingungen (ID.)) (IV.) 9 (V.) betrifft, so sind diese erfüllt, 

Jt fioi 

wetti H 4\e P^rtentialfanction von r-'-^^ ^nd letztere Gritase fiberall «on- 

4n dt ^ . 

tinnirlich isft. Also die einzige Grenzbedingung ist, dass die aus der Cflei- 
chuttg (7.) gefundene Function 9 für (> = 9t sei 

(7*.) y = -r+x- 
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leh beoierke hier gleich, dass f&r den Fall ir = 0, wenn wir mit e die 
Dichtigkeit der Elektricitit bezeichnen, die Gleichung (7.) ergiebt: 

woraos folgt 

e = Ä.c-^+ÄiC"*"', 

wo m^ and «i cKe beiden Waneln der Gleichung and: 

an*— »+4.1 = 0. 
Soll Tor Einwirkung der iusse rc n Krille Ruhe bestehen, so muss £o = ^i = 
sein, folglich für alle Zeit c = ^ = 0. Folglich tritt gar keine Bewegung 
euiU wenn i = 0. 

Die im Torigen P a i agiaph en aulgestellten Sitze aber den Werth des 
ArbeitsiipuTalents der elektrischen Bewegung und die continuirliche Abnahme 
dieses Werthes bei einer durch äussere Krafke nicht inflnirten Bewegung ändern 
sich in unserem Falle nur in so weit, ab zu dem elektrostatischen und elek- 
trodynamischen ArbeitsifUTalenl noch die lebendige Kraft der bewegten Elek- 
tricttit hinzukommL deres Grösse ist 

die Integration Almr dte ganze Kugel ausgeddut. 

d9 

Wenn mim die Gleichung ^7«) mit ^ multiplicirt, über die ganze Aus- 
dehnuttg der Kugel integriri« und diese Integralion partiell ansfuhrt, beachtend, 
dasts in die^Mi Falle an der OberMche der Kugel -^r=0 ist, so können 
wir der Bezt^chuung des ror^n Paragraphen entsprechend setzen: 

und erhallen dann das Resultat: 

K«i <^l«|Mriohl itttM Gleichung der Gleichung (5'.) des vorigen Paragraphen^ 
Ulli d^r ^nrch KinPAkrang der Grösse «u bedingten Modification, und es lassen 
»(i>h di«^)bM $oKlA»se betreib der StabiliUlt des Gldchgewichts, der Eindeutig- 
M\ ^W Li^MUgvn« der Coullnuitit zweier Bewegungen von verschiedenem 
«MAlyliieheii Auüdnick duraut ableiten. 
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Ablauf elektrischer Radialströme in der Kugel ohne äussere Einwirkung. 

Um später die vollst&ndigen Integrale der durch eine gegebene äussere 
Einwirkung hervorgerufenen Ströme finden zu können, müssen wir zuerst das 
vollständige Integral der Gleichung (7.) mit der Grenzbedingung (7^.) suchen 
fOr den Fall, dass 

(8.) -f- = 0. 
Setzen wir innerhalb der Kagel 

(8.) y = ^ + -^ + _.eV.sin(-^), 

SO ist Gleichung (7^.) erfallt, wenn a eine ganze Zahl ist, und Gleichung (7.), 
wenn 

oder 



(«'•) i = -Sr±l/(a^)'-fe-*(^)" 



1 
Die beiden hier für — gegebenen Werthe sind auch die Werthe für die 

Grösse 

Ich bemerke dabei, dass ein complexer Werth für a die Bedingungen 
nicht erfüllen kann, da ein solcher einen complexen auch für n ergeben würde, 
und dann nicht für jeden Werth von t die Gleichung (7^.) zu erfüllen wäre. 

Da X und .u positive Grössen bedeuten, so hat n« Werthe, deren reeller 
Theil jedenfalls negativ ist, und einer zum Gleichgewichtszustand zurückkehren- 
den Bewegung entspricht, wenn k positiv ist. 

Ist k dagegen negativ, so wird n ebenfalls für sehr grosse Werthe von 
a negative reelle -Theile haben. Wenn aber dt gross genug ist, dass für 
niedrige Werthe von a 

\ na y ^^ 4n ^ 
SO wird von den beiden entsprechenden Werthen von n« einer positiv werden, 
uiid einer das Gleichgewicht zerstörenden Bewegung entsprechen. Wenn /^=0 
ist, wird dies für jeden Werth von a der Fall sein. Hat fi einen gewissen 
positiven Werth, so wird jedenfalls fR so gross gedacht werden können, dass 
es der vorstehenden Ungleichung Genüge leistet. Da übrigens die Gonslaote 
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u so kleia ist, dass ihr Einfloss durch keine bisher angesiellten Versuche sich 
imideckeii liess, so wird es sich dabei gar nicht um erhebliche Werthe von 
St kandeln. Hätte u Werthe, welche neben der Grösse A^9t* in Betracht 
kirnen, wenn dt auch nur mit den Dimensionen gewöhnlich gebrauchter Draht- 
spiralen vergleichbar wäre, so mQssten solche Spiralen, die zwei neben ein- 
ander laufende Fäden enthalten, einen merklichen Extracurrent auch dann geben, 
wenn beide Fäden in entgegengesetzter Richtung durchströmt werden. In 
diesem Falle würde es das durch die Grösse /a gemessene Beharrungsver- 
mögen der Elektricität fast allein sein, was den Extracurrent in Gang erhielte. 
Jedenfalls ist aber der so entstehende Extracurrent verschwindend klein gegen 
denjenigen, welcher bei gleich gerichteter Durchströmung solcher Doppelspiralen 
entsteht, und dessen Grösse von dem mit A^ multiplicirten Potential der ganzen 
Spirale, auf sich selbst genommen, abhängt. 

Aus der Gleichung (8"*.) können wir ein vollständiges Integral der 
Gleichungen (7.) und (7^.) ableiten in der Form: 

a» , jf , 

(9.) ,* = « + «+''' 

Darin sind n« und n« die beiden Werthe, welche Gleichung (8^.) ffir den be- 
treffenden Werth von a ergiebt, B^ und 33« aber sind willkürliche Coefficienten, 

welche so bestimmt werden können, dass ^ und -^ für /^O willkürlich 

gegebene Functionen von p im Innern der Kugel werden. 

Wenn (p und -^ ffir die Zeit f = gegebra sind, so ist in unserem 

Falle, wo 

dU_dr^ ^ rffK dW ^ du 
djf ^ dx ^ d% '^ dy ** dx "^ d^t ^ 

der Anfangszustand vollständig bestimmt, da daim die Potentiale 4>o und ^i 
nach (4^) und (4'^.) vollständig bestimmt sind, ebenso wie das von der leben- 
digen Kraft der elektrischen Bewegung abhängige Glied 02 des Potentials, 
welches noch hinzukommt, wenn /i von Null verschieden ist. Es können also 

zwei Bewegungen, für welche ^ und -^ überall im Anfang gleich ist, sieh« 

wenigstens wenn k positiv ist, überhaupt nicht von einander untersdheldeD. 
Ebenso wenig können sich bei negativem Werthe von k zwei Bewegungen 
von einander unterscheiden, bei denen zur Zeit /=0 die Functionen q> und 
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•^ fiberall die gleichen Werthe haben, und die beide nach Ablauf unend- 
licher Zeit 

(p = Const., 

^=« 

machen. Zu dem Ende müssen in der Reihe (9.) nur die Glieder bewahrt 
bleiben, welche hinreichend grosse Werthe von a enthalten, dass n^ und n« 
nur negative reelle Theile enthalten. 

Die Fälle, wo n^ oder n^ positive reelle Theile enthalten, werden wir 
erst am Schlüsse dieses Paragraphen besonders besprechen. 



Elektrische Badialströme bei bestimmter äusserer Erregungsweise. 

Es sei l irgend eine Conslante, für welche wir nur, um tlie Behand- 
lung von Ausnahmefällen zu umgehen, festsetzen, dass sin {Idt) nicht gleich 
Null sein soll. Es seien ferner 9^0 und v^ die Werthe von n aus der Gleichung 

und. es werde gesetzt: 

SO ist innerhalb der Kugel 

//X..N C SR.8in(Aö) r „Y yfT , 2Ä , , /^ 

wo unter (p^ die in der Gleichung (9.) enthaltene unendliche Reihe zu ver- 
stehen ist. 

Dass (p ein Integral der Gleichung (7.) mit Einhaltung der Grenzbedin- 
gang (7^.) ist, geht aus dem Bisherigen hervor. Die Coef&cienten B, und 9, 
der Reihe ^ werden wir nun nach Fouriers Methode so bestimmen können, 
dass far die Zeit t = 

wird. Zu dem Ende muss sein 

ch-^4^] = iy!(5.+®.)sin(-^)l, 
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was nach bekannten Rechnungstnelhoden ergiebl: 



5a + 33. = (-!)•+• 



Da die Coefficienlen B und S3 für hohe Werthe von a abnehmen, wie a"^, 
so convergirt die Reihe ffir (po und hat einen eindeutigen Werth ffir t = 
und alle positiven Werthe von t^ wenn nicht eine von den Grössen n^ oder 
^00 positiv unendlich wird, was geschieht, wenn gleichzeitig fi = und k ne- 
gativ ist. Ebenso sind die Reihen für -^ und für ■^, wenn <^0, und die 

Reihe für , J , wenn ausserdem auch /^ = 0, convergent und eindeutig. 

Unter diesen Umständen können wir den Grössen ip und -^ die ihnen 

in den Gleichungen (9''.) ffir die Zeit / = und den ganzen Raum beigelegten 
Werthe auch für alle negativen Werthe von t beilegen, ohne die Continuit&t 
der Bewegung zu stören. 

Das entscheidende Kennzeichen für die Möglichkeit, zwei Bewegungen 
von verschiedenem analytischem Ausdrucke in einem gegebenen Zeitpunkte an 
einander zu schliessen, ist, wie oben gezeigt wurde, dass die den gesammten 
Arbeitswerth ihrer Differenz messende Function ^ gleich Null sei. Das ist. 
aber im vorliegenden Beispiele der Fall, da die- in dem Werthe von ^ vor- 
kommenden Werthe von -^^ —-. und evenlualiter auch ,, ^ , für t == 

dg ^ dt ^ dt.dg^ 

einerseits durch convergente Reihen gegeben sind, deren Werthe andrerseits 
mit den Werthen der Gleichungen (9'^.) zusammenfallen. 

Dadurch ist also diejenige elektrische Bewegung in der Kugel gegeben, 
welche nach vorausgehendem Gleichgewichtszustande der Elektricität erregt 
wird, wenn von der Zeit { = ab die äussere Kugelschicht eine solche Be- 
wegung ausführt, dass die elektrische Fotentialfunction in dem Räume zwischen 
den beiden Kugeln die durch Gleichung (9^.) gegebene Function der Zeit wird. 

So oft entweder jll von Null verschieden ist, oder k positiv ist, wird 
es immer möglich sein, für l einen so hohen Werth zu nehmen, dass Vq und 
Vi reelle negative Grössen sind, und also die Bewegung der äusseren Kugel 
eine vorübergehende ist. Dies werde im Folgenden immer angenommen. 

Da man übrigens beliebig viele verschiedene Bewegungen derselben 
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Art, die zu verschiedener Zeit anrangen und verschiedene Intensität haben, in 
der Kugel superponiren kann, so erhalten wir die Lösung einer allgemeineren 
Form der letztbehandelten Aufgabe, wenn wir mit ^ die elektrische Potential- 
funclion bezeichnen, die Bezeichnung (pf dagegen fflr die in den Gleichungen 
(9.) bis (9^.) gegebene Function (p der Zeit beibehalten und setzen: 

(10.) g =y y(/-«).v^Trfr+y V(/-T)Vr-rf^. 



— » 



Darin ist unter yj^ eine willkfirliche Function von r verstanden, von der wir 
nur voraussetzen, dass das Integral /%>dT^ zwischen welchen Grenzen man 
es auch nehme, immer endlich sei. Unter 9)(/.») dagegen ist der constanle Werth 
verstanden, den in den Gleichungen (9.) bis (9^.J das (pi ffir negative Werthe 
von < hat: 

Zu bemerken ist, dass für den Raum zwischen beiden Kugelfl&chen bei der 
in Gleichung (10.) angezeigten Integralion immer nur die Werthe von (p zu 
nehmen sind, die diesem Zwischenräume entsprechen, auch wenn R zeitweilig 
kleiner gewesen wäre, als das entsprechende p. 

Der Werth von (p ist eine Summe von Theilen, die Iheils wie Q — {-C^) 

In aller Zeit unverändert bleiben, und deshalb in der Gleichung (10.) auch nur 
eine Constante zum Werthe von % hinzufugen, theils aber auch veränderlich sind. 
Zunächst wollen wir berechnen, welcher Art von Bewegung der äusseren 
Kugelfläche die in Gleichung (10.) dargestellte Bewegung der Elektricität an- 
gehört, und dazu den Werth von % fflr den Raum zwischen dt und R be- 

M 

rechnen. Der veränderliche Theil von (p ist hier das Glied -^ — Co, was wir 

als Function der Zeit mit €, bezeichnen wollen. Es hat aber fflr negative 
Werthe von t—r die Grösse e^^j den constanten Werth C und für positive 
Werthe von t—r ist entsprechend der Gleichung (9^.): 

(10«.) e,_, = -^-.[y^e^^-n.e"']. 
Diese Grösse genügt, wie leicht zu sehen, der Differentialgleichung 

Bezeichnen wir nun den entsprechenden veränderlichenJTheil von fjf mit E, 
indem wir setzen 

13» 
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(10".) E = ^ Vt • rf^ + /'^/-T . V'x • ^^' 

t — » 

Der oben gemachten Annahme gemäss sind v^ und Vi negative reelle Grössen, 
nnd v^T immer endlich, folglich ist för t = — c» 

ferner ist für / = t 

e,_,= C und %^ = 0. 

dt 

Wenn wir mit Beröcksichligung davon die DiiTerentialqaolienten von E 

bilden, so erhalten wir 

dE 






dl 

— X 



di 






— « 

k6 



und indem wir diese Ausdrücke und (10^) entsprechend der Gleichung (10^) 
zusammenfflgen, erhalten wir: 

(10".) -5^-(^u + ^i)-5^+^u.nE = v^.v,.Cj tp^.dr. 

Wenn wir also E als Function der Zeit als gegeben ansehen, so können wir 
mittels der letzten Gleichung daraus den entsprechenden Werlh von tf/ her- 
leiten. Eine nochmalige Differentiation nach t giebt diesen Werth nämlich 
unmittelbar. Die Function E ist nur der Bedingung unterworfen, dass sie 

selbst, so wie -r- und -^-i- zu jeder Zeit endlich sein müssen, weil sie sonst 

nicht in Gestalt der oben gegebenen Integrale unzweideutig auszudrücken sind. 
Nun ist für die in Gleichung (10.) dargestellte Bewegung 

— — Co = E. 

Folglich ist auch -^ eine bis auf die Endlichkeit der ersten beiden Differential- 
quotienten willkürliche Bewegung der Zeit, und die Gleichung (10.) stellt die 
elektrische Bewegung in der leitenden Kugel für jede beliebige Bewegung 
der äusseren elektrischen Schicht mit continuirlich sich ändernder Geschwin- 
digkeit dar. 

Ausgeschlossen sind jedoch, wie mehrfach hervorgehoben ist, die Fälle, 
wo ^ = und k negativ ist, in denen die Reihe (9^) nicht convergirt. 
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Ist k positiv, so ist die Lösung die einzige mögliche, wie aus den Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen und den im Anfange des jetzigen dazu 
gegebenen Zusätzen hervorgeht. Wird von einer gewissen Zeit ab E constant, 
und also V'^ = 0, so bleiben nur Bewegungen übrig, die die Zeit mit Factoren 
von negativen reellen Theilen in den Exponenten haben, und daher zum Gleich- 
gewichtszustand zurückkehren. 

Wenn dagegen k negativ ist, und fi einen positiven endlichen Werth 
hat, werden bei gewisser Grösse der leitenden Kugel eine Anzahl Exponenten 
M«, welche den unterhalb einer gewissen Grenze liegenden Werlhen von a 
entsprechen, positiv sein, und schwellende Bewegungen darstellen, die nie zum 
Gleichgewicht zurückkehren. Das im Ausdruck für (p Gleichung (9.) vor-* 
kommende Glied 

giebt laut Gleichung (10.) im Werthe von fjf ein Glied 

wenn ^ und ti die Grenzen bezeichnen, zwischen denen tp^ von Null ver- 
schieden ist. Da rfft innerhalb dieser Grenzen vollkommen willkürlich ist, 
wenn sein Integral nur endlich bleibt, so wird das Integral in dem letztge- 
nannten Ausdruck nicht nothwendig gleich Null sein, und diese Glieder, welche 
schwellende Bewegungen darstellen, werden im Werthe von ^ für Zeiten 
t> ti nicht zu fehlen brauchen. 

Es könnte nun fraglich erscheinen, ob der gefundene Wertb von f$, 
der solche Glieder mit ansteigender Bewegung enthält, deren Summe mit S 
bezeichnet werde, das einzige Integral der Bewegungsgleichungen ist, welches 

den vorgeschriebenen Werthen von -^ und einem anfänglichen Zustande elektri- 
schen Gleichgewichts entspricht, und ob nicht ein zweites davon verschiedenes 
Integral existire, welches keine Glieder von schwellender Bewegung enthielte. 
Um diesen Zweifel zu beseitigen, beachte man, dass 

ebenfalls ein Integral derselben Bewegungsgleichungen ist, welches denselben 

Werthen von -^ entspricht, wie 5, welches für t = —oo wie für t = +oc 

sich einem endlichen constanten Werthe nähert. Dieses letztere Integral hat 
aber einen anderen Anfangszustand. Nämlich vor der Einwirkung der Aen- 
derongen von R besteht schon die durch die Summe S dargestellte schwellende 
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Bewegung. Sie wird durch die äussere Einwirkung vernichtet, und geht in 
eine abschwellende Aber, die den Gleichgewichtszustand erreicht. Im vorigen 
Paragraphen ist aber gezeigt worden, dass nur eine einzige solche Bewegung 
existiren kann, die unter Einwirkung gegebener äusserer Kräfte von einem 
gegebenen Zustand unendlich kleiner Bewegung zu einem Endzustand unendlich 
kleiner Bewegung führt.- Also ist das Integral ^ — S das einzige dieser Art, 
und es giebt kein anderes, welches bei den gegebenen Kräften aus anfänglichem 
in endliches Gleichgewicht führt. 

Untersuchung des FcUlsy wo k negatit) und /t = 0. In diesem Falle 
giebt es keinen Werth von a oder Xy für welchen nicht einer der beiden 
Werthe von n« oder v reell positiv würde. Um daher eine dauernd endlich 
bleibende Bewegung zu erhallen, mus's man die anfängliche Bewegung durch 
die schwellenden, die endliche durch die abschwellenden Glieder zusammen- 
setzen. 

Wir wollen mit «« und mit r,, die positiven Werthe, mit n« und v^ die 
negativen der Exponenten bezeichnen. Die Gleichungen (8^.) und (9".) wer- 
den dabei: 

(11.) { ^ ^^" ' 

A'kv' + k^\-^v^\\ =0. 

Man setze 

1) fflr negative Werthe von t 

(11-.) |- = C.n.e-'+C.n, 
und für 9t<(><Ä 

(11».) <p = x+y 

für (><3i 



(»'■) * = «-f^^-.-«-+«-o+f+f^|i>...-'.-(^)!; 



2) fflr positive Werthe von t 

(ll-».) ^ = C.j'.+C.vo.e"'', 
und für 8K (» < 91 

(11*.) (p = y + X' 
dagegen für Q<iR 
Cll'O „ = c... + C..,.|^.,.-+|_±^J8..,...,i.(J|L)j 
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Die ContinuitSt der Bewegung zur Zeit / = ist hergestellt, wenn die 
Werthe von (p und --^ fibereinstimmen, also: 

(0 = c(.„-n)[i-^^]+-i^|(«.+a.).»i.(-^)l 

^"•'' und 

Es sind dies Gleicliungen von der Form wie {9^.) und finden ebenso ihre 
Lösung. 

So ist zunächst eine immer endlich bleibende Lösung för die eine in 
den Gleichungen (11''.) und (11'^.) vorgeschriebene Bewegung der äusseren 
elektrischen Schicht gewonnen. Aus dieser kann man wieder andere Lösungen 
ffir andere äussere Kräfte durch Superposition zusammensetzen. 

Es ist ebenso, wie in dem allgemeineren Falle, wo fi nicht gleich Null 
war, der Beweis zu führen, dass durch solche Superposition jede beliebige 
Art der Bewegung der äusseren Kugel, bei der die Geschwindigkeit sich nur 
nicht sprungweise ändert, darzustellen ist. 

Die durch eine solche Lösung dargestellte Bewegung ist eine, die immer 
endlich bleibt, und zur Zeit { = — oc wie zur Zeit t = +oo unendlich wenig 
vom Gleichgewichtszustande verschieden ist. 

Da es für dieselben gegebenen Werthe von -^ keine zweite derselben 

Art geben kann, so folgt, dass im Allgemeinen, wenn vor Beginn der Be- 
wegung der Masse M Ruhe geherrscht hat, eine dauernd fortschreitende Störung 
des Gleichgewichts in der Kugel erregt werden muss. 

Ausnahmen hiervon können bei diesen und den vorigen Fällen, wo 
k<iO<Cf^9 nur bei bestimmten Bewegungsweisen eintreten, wenn nämlich 
für jedes positive n^ 

(IK) yv/^.c— «^rfr = 0, 

dies Integral zwischen den Grenzen genommen, zwischen welchen yj^ von 
Null unterschieden ist. 

Für eine endliche Anzahl von Werthen von a lässt sich diese Gleichung 
offenbar erfüllen, wenn man über entsprechend viele Constanten in dem Aus- 
druck für ip verfügen kann. 

Da aber rp^ ganz willkürlich zwischen beliebigen Grenzen bestimmt 
werden kann, und nur der Bedingung unterworfen ist, dass 

Jy/r.dr, 
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zwischen beliebigen Grenzen genommen, immer endlich bleibt, so werden die 
Gleichungen (11^.) im Allgemeinen nicht erfüllt sein. 



§6. 

Ueber den Einfluss der ConstaDte k bei ausführbaren Versuchen. 

Die Grössen U, F, W in den Bewegungsgleichungen (S**.) hängen nach 
ihrer in (l''.) gegebenen Definition von der Constante k ab. Um die Theile 
derselben, die davon abhängen, zu trennen von denjenigen, die von k unab- 
hängig sind, fähren wir die Bezeichnung ein 

M - ^+ 2 dx' 
(12.) ,35 = F+l^, 

WO unter V die in der Gleichung (2^) definirte Function zu verstehen ist, 
und nach (2^.) 

W selbst, wie seine ersten und zweiten Differentialcoefficienten , nach den 
Coordinaten genommen, sind an den mit Elektricilät belegten Flächen continuirlich. 

Wir setzen ferner in diesem Paragraphen voraus, dass die Abhängig- 
keit der behandelten Functionen von der Zeit nur dadurch gegeben sei, dass sie 
aUe den Factor e"' enthalten. Wenn n complex oder imaginär ist, sind 
schliesslich in der Lösung nur die reellen Theile der betreffenden Functionen 
zu nehmen. Das System der Gleichungen (I.) bis (V.) wird unter diesen 
Umständen: 

Im Innern der Leiter: 

4^-^«-^'-«-»=(l+S)-&-*'-T-5. 
(12".) /^.^Si -A'...^ = (,+S-^-^'4-f ' 



X 

An 



jm-A'.n.B =^(l+^).^-^.44 



Ferner im äusseren Räume: 
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' ' da; " 

(12*0 {^^> -«•-?^ = -471.«,, 



Im ganzen Ranme: 

(12-.) 



■■^ = -*t.»,. 



d» ^ <ij ^ A ' 

l J» ■*" dj + ifa "" 



An den mit Elektricildt belegten Flfichen: 

(12''.) H-U, = SS-S,=S[B- 

^ •■' dN d« ~ dH dS 
In unendlidier Entfernung 

U = SS = äB = » = P=0. 
In diesem ganzen Systeme von Gleicliungen kommt k nur nocti als 
Factor der Function W in den Gleichungen (12°.) vor. Wir werden also zn 
untersuchen haben, wann diese k enthaltenden Glieder merklichen EinUnss auf 
die Lösung der Aufgabe erhalten können, wann nicht. 

Hit BerQcksichtignng der Gleichungen (2''.) und (12'.) folgt ans 
denen (12°.) 

(12'-.) q = (-^+i)^»-^'*»v, 

und ein partikulares Integral dieser Gleichung ist 

(12'.) <, = ■^^*-. 
WO (»* = a;*+jf'+s* isl, and 

(■12**) r = '*"'*'*"' ■ 

^ '•' xn + An 

Bei wechselnden Werlhen von x erreicht der Modulus von / seinen höchsten 
• Werlh, wenn x = 0. Dann wird 

/ = nAik 

und also hei imaginSrem n die Grösse -^jr die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der durch die Gleichung (12".) dargestellten Wellen. Wenn x nicht gleich 
Null ist:, ist die Forlpßanzungsge schwind Igkeit kleiner und die FortpflaDzaug 

JoniMl (Ol M&tLum&tik Bi LXXD. S^ Z. 14 
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mit Absorption der Wellen verbunden. Uebrigens ist xn gegen An ver- 
schwindend klein im Kupfer, selbst, wenn die Scbwingungsperiode ein Million- 
theil einer Secunde ist. 

Wenn wir nun die letzten beiden Glieder in jeder der Gleichungen 
(12^) der Grösse nach vergleichen, so ist 

(12\) ^ = -/E.^.d^.dn.di;, 

So oft nun 4^/V für diejenigen Werthe von r, welche zwischen den 
Punkten x^ y^ z des Körpers und den Orten S, rj, ^ der beweglichen elektri- 
schen Massen vorkommen, verschwindend klein ist, wird im Allgemeinen auch 
der mit k multiplicirte Ausdruck verschwindend klein gegen die Differential- 
quotienten von (p sein, zu denen er summirt ist. 

Es ist aber -x — die Wellenlänge der Oscillationen, deren Schwingungs- 

dauer -k— ist, und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Oscillationen ist 
gleich der des Lichts, dividirl durch yk. Wenn also k wie in Herrn F. E, Neu^ 
manns Annahme gleich Eins ist, oder wenigstens nicht unverhältnissmässig viel 
grösser als Eins, so werden im Allgemeinen bei Versuchen an irdischen Lettern 
die Bewegungen der Elektridtät nicht merklich anders ausfallen, als wenn &=0 
wäre, wenn nicht eben Dimensionen der Leiter benutzt und so kleine Zeit- 
theile beobachtet werden können, dass sich die von der Lichtgeschwindigkeit 
herrflhrenden Unterschiede innerhalb dieser Dimensionen und Zeittheile geltend 
machen. 

Diese Folgerung ist darauf gegründet, dass die in (12^.) und (12\) 
ausgedrückten Grössen Summen sind von denselben Summanden, aber so, dass 
in der zweiten Summe jeder Summand mit einem verschwindend kleinen Factor 
mulliplicirt ist, der bei imaginärem n einen immer negativen reellen und einen 
der Kogol nach dagegen verschwindenden imaginären Theil hat. Diese Fol- 
gerung würde nicht ohne Weiteres zulässig sein, wenn (p die relativ kleine 
DilTerünz einer sehr grossen positiven und einer nahehin ebenso grossen ne- 
gnllven (^unntilät wäre, und dabei der mittlere Werth von r^ für die eine dieser 
Ounniiifllon einen endlichen Unterschied von dem der andern angehörigen Hittel- 
worlho hätte. Nun kann allerdings tp in der angegebenen Weise zusammen- 
gonetKl ioln, aber dabei nur dann überall endlich bleiben, wenn zwei unendlich 
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• 

grosse elektrische Quanta iu unendlich kleiner Entfernung von einander als 
elektrische Doppeischicht von endlichem Momente gelagert sind, wie in den 
bdden Platten eines Condensators oder in den beiden Belegungen einer Ley- 
dener Flasche, In diesen FftUen ist aber offenbar die zweite Bedingung nicht 
erffillt, nämlich die, dass der mittlere Werth von r^ ffir die positive und ne- 
gative elektrische Masse endlich verschieden sei. 

In der Voraussetzung also, dass die Constante k keine sehr grosse 
Zahl ist, wird man die analytische Behandlung der Aufgaben Ober Eleklricitdts- 
bewegung vereinfachen dörfen, indem man k = setzt, oder die Fortpflanzung 
der Longitudinalwellen unendlich gross annimmt, so oft die Dimensionen der 
gebrauchten Leiter verschwindend klein sind gegen die Moduln der (reellen 
oder complexen) Wellenlfingen der zur Wahrnehtnung kommenden elektrischen 
Oscillationen (deren Periode auch complex sein kann). 

Die Vereinfachung der analytischen Operationen, welche eintritt, wenn 
wir k = setzen, gründet sich darauf, dass die Gleichungen (II.) und (11^) 
nicht mehr nach t integrirt zu werden brauchen. Die Gleichung (12^.) er- 
giebt alsdann ffir das Innere der Leiter entweder 

n = 

X 

oder 

z/y = 0. 

Die letztere Alternative ergiebt, dass gar keine freie Elektricität im Innern 
der Leitet* vorkommt. Die erstere giebt 

unabhängig von aller Einwirkung äusserer Kräfte. Bei denjenigen elektrischen 
Bewegungen also, die im Innern eines Leiters nach vorausgegangenem elektri- 
schen Gleichgewicht durch äussere Kräfte hervorgerufen werdep können, wird 
freie Elektricität, bei der Annahme Ar=:0, nur immer an der Oberfläche der 
Leiter oder an den Grenzflächen verschiedener Leiter vorkommen können. 



§. 7. 

Bewegung in einem unendlichen Cylinder. 

■ • 

Die einzige praktisch angewendete Form eines Leiters von hinreichend 
grossen Dimensionen, an der man hoffen könnte, Unterschiede, die der Licht- 
geschwindigkeit entsprechen, zu entdecken, wäre die eines sehr langen Drahtes. 

14» 
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Ich will deshalb die Theorie der elektrischen Bewegung in einem solchen hier 
noch ausfahren, basirt auf die Gleichungen (12''.) bis (12^.)) indem, wie dort, 
die Abhängigkeit von / auf einen Factor e"' beschränkt bleibe, und zngldch 
die Geschwindigkeiten tii, «i, tri im äusseren Räume gleich Null gesetzt werden: 

(13.) Ui=^f)i = tDi = 0. 
Die Axe des Drahtes sei auch die Axe der rr^ der Draht cylindrisch mit kreis- 
förmigem Querschnitt vom Radius R. Die Bewegung geschehe theils in Rich- 
tung der X, theils in den darauf senkrechten Richtungen der 



(13-.) (I = yy' + z\ 
Wir können unter diesen Umständen setzen 

(AQb\ ) dx.dQ Q dx.dy 

dx.dQ Q dx.ds 

Aus den Gleichungen (12°.) fliessen die drei Gleichungen 

X .( rfJB rfffi » ., I diB dB) ^ 
4^"^\-d^—df]-^-*''\lk—W^ " ^' 

X .{ du. dJB ) ., ( dU dSB 



J 



-^'■'■t-^\-o- 



An \ dy dx S ' \ dy dx 

Die erste von diesen ist durch die Annahmen in (13^.) erffiUt. Die beiden 
andern ergeben, dass die DiiTerentialquotienten nach y und z genommen von 
folgendem Ausdrucke gleich Null sind 

und gleichzeitig giebt (12^) 
oder 

^ ^(p>~ dy' d»* ^ dg' Q dQ 

Da eine Function von q allein zu x hinzugesetzt werden kann, ohne die Werthe 
von $ und SB zu ändern, so können wir die willkürliche Function $(^) hier 
weglassen, ohne die Allgemeinheit der Integralion zu beschränken, und haben 

(13^0 U = -0-^;c. 
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Wir erhalten dann fOr die Funclion x aus (IS""*.) folgende Differentialgleichung : 

(13^) -^.jJjc-Ä'nJx = 0. 

Die dort stehende willkfirliche Function, f{x) hann hier wiederum 
durch eine in x einbegriffene Function von x ersetzt gedacht werden, da die 
Hinzufägung einer solchen zu x die Werthe von U, Sß oder SB nicht verändert. 

Setzt man nun diese Werthe in die Gleichungen (12''.) ein, so findet 
man, dass die drei Differentialquotienten, nach x^ y und z genommen, der 
folgenden Gleichung gleich Null sind 

Folglich muss diese Gleichnng (13^.) erfüllt sein, und sie zusammen mit der 
Gleichung (13'.) ersetzt die Gleichungen (12".). Führt man die Operation J 
an (13^.) aus, so erhält man die Differentialgleichung für <p: 

(i3-"o (l^-|^)^y-^^*.n^y = 0. 

Man kann auch im äusseren Baume die Functionen U,, ®i, 93j auf die Form 
bringen : 

"'- dx* -^^'- -5^5 T~W 

^'- dx.di ' 

welche die Gleichung (12''.) erfüllen. 

Die Gleichungen (12^.) und (13.) werden durch sie erfOUt, wenn 
man setzt: 

(13'.) j(^) = n<pr = iJV, 

und 

(13*.) Jj(^) = n.J^i=^0. 

dy 

Daraus folgt, dass im äussern Räume sich -^ und | V^ nur um eine Potential- 

function unterscheiden können, da die Gleichung (13*.) sich auch schreiben 
lässt : 



(13'.) J\^-^V,\=0. 
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Wie wir obea schon angeiosaen haben, dass die AbhSn^keit der 
hier m utersn^enden Functionen Yon / danuf beschrinkt sei, dass sie den 
Factor e^ enthalten, so ffegen wir nnn die weitere BeschiiUiknng hinxu, dass 
ihre Abhingigkeil Yon x dadurch gegeben sei, dass sie den Factor e^ mit- 
halten« worin ni einen imaginären Werth haben soll. Imagintr muss m sein, 
weil nnr nnler dieser Bedingung die in den Gleichungen (1*.) oder (l^} ge- 
gfj>enen elehtroBOtorischen Kräfte endlich sind. 

Unter dieser Annahme werden die Bedingungsgleichungen unseres 
Problems folgende: 

(14.) ^.JJx^A'.mJz = 0, 

Dastt kommen noch die Grenzbedingnngen für die Oberfläche des Gylinders, 
(^12''.) und (12'.}, welche sich rednciren auf folgende: 



(14'.: 



df df ^ 



,14'.- X^) = K-^)^ 

,i4V V = y;, 

^ ' d^ d^ 

Kudlich (tlr ^ - cv mfts^en alle diese Functionen gleich XuU werden. 

Roa^^ichnen wir mit J^^> diejenige Bessrkche Function, welche fOr (> = 
oiidlioh bleibt und die DiB^^rentialrieichnnr erfilUt 



m\\ ^ \\\t\\ mUo di^ Gleichung ^1^^*^ inlegrirt durch die Annahme 
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wenn 



(15*0 (l+^)(m'-p') = A\k.n\ 



Bezeichnen wir dagegen mit ^q,^) dasjenige Integral der Gleichung (15.), 
welches für (> = oo gleich Null wird, so ist im äusseren Räume mit Berück- 
sichtigung von (14".) und (14^.) zu setzen: 

(15^) q>, = 8l.e-'+-'.^.3(^,. 

Die aus (p zu bildende Function V ist dadurch bestimmt, dass im ganzen Räume 

(15^0 JV^2wp und JV, = 2iiy„ • 

sowie durch die Bedingungen für die Oberflache (14\) und (14\). Danach 
wird im Innern des Cylinders ^ die Form haben: 

(15-.) y = j-^.SK./^^;+(8.J(.^,).e-+- 
und im äusseren Räume 

(15^ V, = [-^.a.^.3;^,+ g.3(^,j.e-+- 

Aus der Differentialgleichung (15.) folgt leicht, wenn wir sie nach p differentiiren, 
p dann mit m vertauschen, und zur Abkürzung setzen 

dass 

und somit (15^^.) erfüllt sei. Die Coefficienten @ und % bestimmen sich durch 
die Gleichungen (14\) und (14*.), welche ergeben: 



(15^.) 






Wir haben nun noch die Function x zu bilden. Zunächst muss die 
Function Jx ^^^ Differentialgleichung (14.) erfüllen und dabei für q^O 
endlich bleiben. Daraus folgt unter den vorausgeschickten Annahmen: 

(16.) Jx = 83. «"'■'"^^o) 
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und 

(16-.) -^{m'-q') = A\n. 

Daraas folgt dann weiter, dass x ^^^ ^^^ Form sein muss: 

wo 9 und ©zwei constante Coefficienten sind. Der letztere bestimmt sich 
aus der Gleichung (14^.), die sich bei Einsetzung der Werthe (16^.), (15^) 
und (15''.) reducirt auf 

(16-.) ® = ^-(g. 
Im äusseren Räume muss die Function Xi i^ach (14^) von der Form sein 

Die Coefficienten $, $, ^ bestimmen sich durch die Grenzbediiigangen (14''.), 
(14'.) und 14^.), nämlich 

q* 

~ OT(m*-p') •^•♦^Ci'«) + ~2"'^-^C«)+"*''-'^-^("«)^ 
(16'-) { -i^*-^'JUy+®.Jl,H, 

= m(m"-p') '^■'^^») +-2;;r*®-^(-*) +€>-3!;«Ä„ 

Die zwei Gleichungen (15^.), die eine (16^) und die drei (16^) bilden 
ein System von sechs homogenen linearen Gleichungen mit den sechs Un- 
bekannten 

2t, ©, (S, 8f, ®, $. 

Folglich muss die Determinante derselben gleich Null sein. Dies giebt schliess- 
lich eine Gleichung, welche zur Bestimmung von n dient. Zur Abkürzung 
setzen wir 

(16/;) P = 4^, Q = ^ und M^^. 
Dann ist die Eliminationsgleichung folgende: 
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Die unbekannte Grösse n ist hier in den q, p, Q und P enthalten. Es ist 

nun -. — gleich der Wellenlänge der betrachteten elektrischen Wellen nach 

derLSnge des Drahtes gemessen; wir nehmen an, dass diese sehr gross gegen 
die Dicke des Drahtes sei, und betrachten deshalb mR als eine Grösse, die 
gegen die Einheit verschwindet. 

Ferner ist — nach (15*.) die Wellenlänge der longitudinalen 

elektrischen Wellen in einem ausgedehnten leitenden Medium, deren Schwin- 

gungsdauer ist; wir können deshalb auch (m^~/>^)/i^ und p^R'^ wie m^Ä^ 

als verschwindend klein gegen die Einheit betrachten. Dagegen ist 

9 o 47711 . A 

fn-q =— ;^, 
und für Kupfer wird dies 

7 2 A I Secunden 

m--q = 4^«.y^tVö1. Quadratmillimeter * 

Wenn also R nicht unverhältnissmässig viel grösser als ein Millimeter ist, und 
n nicht viele Tausende beträgt, so wird auch {fn^—q^)R^ und q^R^ als eine 
gegen die Einheit kleine Grösse betrachtet werden können. 
Da nun 

^ipR) - 1 272""^ 2727474 ~^^^- 

ist, so kann für sehr kleine Werthe von pR und qR gesetzt werden 

P = - Ip'R, 

Wenn wir diese Werthe iu (16^.) einsetzen, erballen wir die för kleine Werthe 
von pR and qR zunächst noch ohne Einschränkung der Werthe von mR 
gültige Gleichung: 

(16«.) <" ° -»'[«+^]+^[-X«'0-^)-^«"''-=^] 

+A'n'[M+^M'+^-ikRM']. 
Es ist nun nach Kirchhoff'*) zu setzen 



*) Dieses Journal Bd. XLVIII, Heft 4. 
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worin 

¥o = -0,5772157. 

Daraus geht hervor, dass wenn mR sehr klein ist, auch RM sehr klein ist, 
dagegen — sehr gross. Mit Berflcksichtigung hiervon können wir die Glei- 
chung (16^.) auf folgenden einfacheren Ausdruck bringen 

(i6\) = -lw'-^.J«f+-4^ll^{l-i*.ßi^f}. 

Wenn k nicht so gross ist, dass ArßJlf, endlich wird, verschwindet das letzte 
Glied mit k ganz aus dieser Gleichung. Der Rest der Gleichung stimmt 
überein mit der Gleichung, welche Herr Kirchhoff' aus dem Weberschen 
Gesetze abgeleitet halte, wenigstens in Bezug auf die Glieder, welche allein 
Einfluss haben, wenn R unendlich klein wird. Nur in den Gliedern, welche 
zunächst zu berflcksichtigen sind, wenn logR nicht mehr als unendlich gross 
betrachtet werden kann, zeigt sich ein Unterschied, indem statt unserer Function 

J«f = — jT-^ 

Ä|-log(^)+lP,-logÄ 

in Kirchhoffs Gleichung steht: 

1 



Ä{log/ — logÄ} ' 

wo / die LSnge des Drahtes bezeichnet, und log / statt der in meiner Formel 
vorkommenden Grösse steht: 

-log(-f )+ V, = -log(7i)+S^,+log(A). 

Im letzteren Ausdrucke bezeichnet l die Wellenlänge der betreffenden Os- 
cillationen. 

Zu bemerken ist noch, dass durch die Annahme, kMR sei eine sehr 
kleine Grösse, das Vorkommen labiler Gleichgewichtsstörungen fQr negative 
Werthe von k von vorn herein ausgeschlossen worden ist. 

S.8. 

Einfluss dielektrischer und magnetischer Polarisation der Media. 

Nachdem wir uns bisher mit der Frage beschäftigt haben, welchen 
Einfluss die aus den bisherigen Versuchen nicht bestimmbare Constante k bei 
den elektrischen Bewegungen haben könne, bleibt es noch flbrig, den Einfluss 
zu erörtern, den die zwischen den durchströmten Leitern liegenden und sie 
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umgebenden Isolatoren haben können. Wenn in ihnen Veränderungen vorgehen, 
so können diese auf die Ausbreitang der inducirenden Wirkungen Einfluss 
haben. Dass die meisten, vielleicht alle Naturkörper magnetisch (beziehlich 
diamagnetisch) polarisirbar sind, ist bekannt; für eine Reihe von Isolatoren ist 
auch nachgewiesen, dass in ihnen eine ähnliche Scheidung der Elektricitäten, 
dielektrische Polarisation^ stattfinden kann unter Einfluss elektrischer Kräfte, 
wie in magnetischen Körpern Scheidung der Magnetismen unter Einwirkung 
magnetischer Kräfte. 

Es ist bekannt, dass man, wenigstens bei massigeren Graden der 
Magnetisirung, das magnetische Moment, welches an irgend einer Stelle inducirt 
ist, der Stärke der an der betreffenden Stelle wirkenden magnetisirenden Kraft, 
diese multiplicirt mit einer von der Art des Stoffes abhängenden Constanten, 
gleich setzen kann. Die magnetisirende Kraft ist dabei diejenige, welche durch 
die äusseren Einflösse in Verbindung mit dem in dem magnetisirten Körper selbst 
und an seiner Oberfläche entwickelten freien Magnetismus hervorgebracht wird. 
Genau dieselben Gesetze wenden wir auf die Dielektrica an, wobei wir zu- 
nächst von den Vorgängen, die den elektrischen Röckstand der Leydener 
Flaschen hervorbringen, und die von der Anwesenheit schwach leitender Theile 
herzurühren scheinen, absehen. 

Es seien ;:, ^, 3 die Componenten der durch Vertheilung erzeugten 
elektrischen Momente parallel den Axen der x^ y, z genommen, X, y, Z die 
Componenten der gegebenen äusseren Kräfte, (p die Potentialfunction der durch 
deren Wirkung vertheilten Elektricität, so setzen wir dem entsprechend 

Die Dichtigkeit freier Elektricität im Innern eines der Vertheilung unterworfenen 
Körpers, in zweierlei Weise ausgedruckt, ist gleich 

An einer Oberfläche, wo x<, ^, 3 und <p einen Sprung machen, ist mit Beibe- 
haltung der bisher für die Oberflächen £2 gebrauchten Bezeichnungen 

(17*.) (j:-j;,)coso + (^-Vi)cos6+(3-3,)cosc = 4^[-^— ^]- 

15* 
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In Yerbindung* mit den Festsetzungen, welche den Werth Ton (p im 
Unendlichen bestimmen , und das Vorhandensein äusserer elektrischer Massen 
betreffen, genügen diese Gleichungen zur Bestimmung von q>, ^, \f und }. 

Sind die Kräfte X^ Y und Z von der Form 

Y __ dtp 



y = - 



z = - 



dx 
d\p 

dxp 



dz ' 
also gleich den Anziehungskräften einer mit der Dichtigkeit 

verbreiteten elektrischen Masse, so ergeben die Gleichungen (17.) und (17".) 
nach Elimination von ^, ^, 3: 

( = -471 E, 

und an den Grenzflächen, wo zwei Körper von verschiedenen Werthen von 
s zusammenstossen, wenn E an der Fläche keine unendliche Dichtigkeit hat: 

(17".) (l4-47i.)-^(9+v^) = (l + 47ie.)-^(9'i+V)- 

Ist e constant in dem Theile S des Raumes, wo E von Null verschieden ist, 
so ist 

Das heisst, die gesammte Potenlialfunction i^p+fp) wird in dem Räume, in 
welchem E liegt, sich so verhalten, als wenn in einem nicht dielektrischen 

Räume nur , . — läge. Durch die erfolgte Vertheilung wird die Quantität 

T-TTd — ^ ^^^^ hingeschoben, die einen entsprechenden Theil von £ neutralisirt. 
Für die Verschiebungen von E im Räume S, so w^eit e constant ist, 
bildet diese neutralisirende Elektricität kein Hinderniss, weil diese äberall 
mitfolgen kann. Die Anziehungskräfte also, welche von anderweitig vorhan- 
denen elektrischen Massen auf E ausgeübt werden, müssen ebenso gross sein, 
als wenn die E zum Theil neutralisirende Elektricität gar nicht vorhanden wäre. 
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Die Potentialfanction einer punktförmigen Masse Ei ist also 

(i+4«£)r 

und die Abslossung, welche sie auf die Masse E ausübt: 

E.E, 

Die Grösse der Massen E und Ei^ eleiitrostatisch gemessen, erscheint also im 
Verhältniss y\+4:7i6:l verkleinert durch den Einfluss des Dielektricum, in 
dem sie liegen. 

Wenn wir nun unter c eine beliebige constanle Zahl verstehen, und jede 
Masse E auf das c- fache vergrössert denken, jede Grösse (1+471«) aber 
auf das c^- fache, so bleibt die Anziehung der beiden Massen E unter so ver- 
finderlen Umständen unverändert, die Potenlialfunclion einer jeden wird ver- 

ringert im Verhältniss — und die Gleichung (l?'*.), welche die Vertheilung 

bestimmt, bleibt vollständig ungeändert. 

Wir können also durch alle elektrostatischen Messungen immer nur 
das Verhältniss der Werlhe von (1+471«) zwischen verschiedenen Körpern, 
oder zwischen diesen und dem vom Lichtäther gefüllten, äbrigens leeren Räume 
ermitteln, aber nicht den absoluten Werth der genannten Grösse. Dasselbe 
gilt für die Coefficienten der magnetischen Induction. Dass Poisson und andere 
Bearbeiter der Theorie des Magnetismus den magnetischen Coefficienten, 
welcher der Grösse (l+47ifi) entspricht, im Lufträume gleich Eins gesetzt haben, 
ist willkürlich. Es ist bekannt, dass eine Reihe von Physikern durch die 
diamagnelischen Erscheinungen veranlasst wurden, den betreffenden Coefficienten 
für den nur mit Lichtäther gefüllten Raum grösser als Eins zu setzen, um s 
in den diamngnetischen Körpern nicht negativ setzen zu müssen. 

Die Bestimmung der elektrostatischen Einheit der Elektricität, wenn sie 
im Innern eines dielektrischen Isolators vorgenommen wird, muss diese Einheit 
im Verhältniss 1^1+4716:1 zu gross ergeben, und ebenso auch die elektrostati- 
sche Einheit der Stromstärke in demselben Verhältniss zu gross. Die Constante 
A^ ist der elektrodynamischen Anziehung zweier elektrostatischen Stromeinheiten 
proportional. Ist also das Medium, in dem wir uns befinden, und diese Versuche 
angestellt haben, dielektrisch, so ist der wahre Werth der betreffenden Constante, 

wie er für einen absolut einflusslosen Raum gelten würde j-in — ' ^^ *" ^*® 
dielektrische Polarisationsconstante der Luft, beziehlich des den Weltraum 
füllenden Medium ist. 
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Wir mflssen ferner die dielektrische Polarisation auch bei der Be- 
Stimmung der Bewegung der Elektricität beachten. 

Wenn in dem Volumenelement dS die Menge E positiver Elektricität 
sich um ^« in Richtung der positiven x, und die Menge negativer um |« 
nach Richtung der negativen x bewegt, so wird dadurch in demselben das 
elektrische Moment 

j = E,8 

hergestellt, und gleichzeitig ist dieser Vorgang entsprechend einer Strömung 

in dem Element 

Uij.dt = E,s, 

Der Act der Polarisation bildet also eine Art elektrischer Bewegung, bei welcher 



Uo = 



dt 



'i 



ip„ = 



dt 

Zu dieser kann sich noch binzugesellen diejenige Bewegung, welche dem 
O^mschen Gesetze entsprechend in leitenden Körpern geschieht, deren Com- 
ponenten mit tfi, Vi und toj bezeichnet werden mögen. 

Da nun nach den in Gleichung (17.) gemachten Feststellungen, die die 
Elektricitfit in Richtung der Coordinatenaxen forttreibenden Kräfte gleich sind : 

-j-h T*^' T"3' 



so erhalten wir die Gleichungen: 



i 



1 

(18.) ( XVi = yV, 

1 

y.V}^ = — .j, 

und die Gesammtgeschwindigkeiten der elektrischen Strömung werden: 

« = ^+777-^' 

(18".) / f, = -^+-L.^ 
' 1 dt t.x ^^ 

«^ = -rfT + TT-ä- 
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In Bezug auf diese Grössen u bleiben dann auch die Gleichungen (2.) und 
(2".) bestehen: 

1 d' 

(2^) (ii— tti).cosa+(r-ri).cos64-(«^ — «^i).cosc = -^ ^^ ^^ (y— yO? 

und die Berechnungen der elektrodynamischen Kräfte U, V^ W, welche in 
den Gleichungen (1^) bis (3''.) in §. 2 gegeben sind. 



Nachdem so die elektrostatischen und elektrodynamischen Kräfte in 
einem dielektrischen Medium bestimmt worden sind, haben wir noch festzu- 
stellen, wie die Induction zweier Stromleiter in einem magnetisch polarisir- 
baren Medium verändert wird. Ich bezeichne die magnetischen Momente mit 
ly fiy V und die magnetische Potentialfunction mit Xy die Polarisationsconstante 
mit d-y die ausserdem vorhandenen magnetisirenden Kräfte mit S, SDt, 97, so 
ist, wie in Gleichung (l?.)) zu setzen 



und 



(19.) |/. = *[im-|-], 



(»»••) ^+^+^ = w-^^' 



oder an Flächen, welche freien Magnetismus enthalten: 
(19''») (A-A0.cosa+(^-^J.cos6 + (v-i/0.cosc = * [-^^-^] 



Die magnetisirenden Kräfte S, 3)7, 97 am Orte Xy jfy Zy herrührend von den 
Stromcomponenten Uy «^ w am Orte |^ rjy C> sind die folgenden: 
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Herrfibrend 

von der 

Strom- 

componente. 


2 


m 


91 


U 





-^••4(1) 


^■»4(t) 


V 


^-i(l) 





-^••4(t) 


fü 


-^•«"d/r) 


^•«"dxCr) 






Also, wenn man sie fflr die sämmtlichen vorhandenen Strömungen berechnet, 



(19*.) 



L dy dx J 



Somit sind, wenn u^ v, tc bekannt sind, die Grössen X^ fi, v durch die Glei- 
chungen (19.), (19^j, (19^) gegeben. 

Die inducirende Wirkung der Grössen l^ fi, v im Element dx.dy.dz 
dagegen auf die Slromelemente «, t?, ir in |, ??, ^ ist proportional der Zu- 
nahme des Potentials: 



Für Strom- 
componente. 


Inductionskraft. 


U 


^•dt^-dyCr) ^•d,(r)]''^'''y-''* 


«? 


^■dti^'dSr) "•«teCr)]''^''«''^« 


w 


^^-dtb'-dxir) ^•dyCr)]''^''«'''*- 
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Also wenn wir setzen: 

so sind die Componentea der elektromotorischen Kraft, die von der Magne- 
tisirung des Medium herriQhrt: 

. d rdJV dJtfl 
^^' dlVdy <feJ' 

. i vm dl-] 

"^ d/L(te dyJ' 
and aus den Gleichungen (17.) folgen endlich folgende Bewegungsgleichungen 
der Elektricität, in denen 3£, ^, 3 ^i^ durch andere, z. B. hydroelektrische 
und thermoSlektrische Processe bedingten äusseren Kräfte bedeuten: 

,1 Atf .^ dU , . d fdN dJfl , - 

(19'.) (--v = -1^-^ -dT+^-rfrL-^— 5i-J+?)' 

1 d<p .^ dW , . d rdM dLl , ^ 

wozu noch aus (19.) und (19^) kommen: 



l 






t> - Ldy <teJ d» ' 

endlich, wenn wir mit E die freie Elektricitfit bezeichnen: 

(19^.) __ = _+_+_. 

Kennt man von den veränderlichen Grössen ^, ^, 3, Xy fi^ v^ E durch den 
ganzen Ranm, so ist aus den drei ersten u, v^ tv mittels der Gleichungen (18^) 
zu finden, der freie Magnetismus durch (lO"".), und es sind alsdann (p, Xy ^9 ^9 
Wy L, My N durch Quadraturen zu berechnen, so dass die sieben vorstehenden 

Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 2. 16 
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Gleichungen (19^), (19^.) und (19^.) zur Bestimmung der vorgenannten sieben 
Unbekannten als Functionen der Zeit dienen können. 



Um aus diesen Gleichungen die Integrale zu entfernen, und sie in 
reine Differentialgleichungen zu verwandeln, erinnere ich an folgende Sätze: 

Wenn man drei Functionen ^, rj, ^ von x^ y, z hat, und für alle 
Orte innerhalb eines gewissen einfach zusammenhängenden Raumes S die drei 
Gleichungen erfällt sein sollen: 

(20.) ^ = 0, 17 = 0, ? = 0, 

so folgt daraus, dass innerhalb des Raumes S sei 



(20".) 



/ rf?_ ^ ^ Q 

dz dy ^ 



dx dz 



^ ^ ^ 

dy dx ' 



dx dy dz 

Es lässt sich nun zeigen, dass das System der Gleichungen (20''.) das System 
der Gleichungen (20.) vollständig ersetzt, wenn die Bedingungen hinzugefügt 
werden, 

1) dass ^y rj, ^ im ganzen Räume S endlich und stetig seien, 

2) dass an der Oberfläche von S sei 

(20\) S.cosa+Tj.cosb + ^.cosc = 0, 

wo a, bf c die Winkel sind, welche die Normale N der Oberfläche von S 
mit den Coordinatenaxen macht. 

Aus den ersten drei Gleichungen des Systems (20^*.) folgt nämlich 
direct, dass es eine Function ^ von x\ y, z geben müsse, von der Be- 
schaffenheit, dass 

^""(te^ ^'^ dy ' ^~ dz' 

Dann ergiebt die letzte der Gleichungen (20^*.) 

und die Gleichung (20^), dass an der ganzen Oberfläche des Raumes S 

dN 
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Da der Raum S der Voraussetzung nach einfach zusammenhangend, 
und die Grössen S, ">], ^ überall endlich und stetig sein sollen, so genügen 
diese Bedingungen nach bekannten Gesetzen über die Potentialfunctionen, um 
zu zeigen, dass im ganzen Räume S 

y = Const., 
(20.) S = ri=^'C = 0. 



Wenden wir diese Sätze auf das System der Gleichungen (19^), und 
dann auch auf das der Gleichungen (19^.) an, betrachten wir dabei den un- 
endlichen Raum als den Raum S^ und berücksichtigen wir, dass aus (19^), 

(19^) und (19°*0 folgt: 

dL , dM , dN 



dx dy dz 

SO erhalten wir folgende Systeme von Gleichungen: 

dy\iy dz\iJ & ''^' dt^ dy dz '^ 

_d^/^V _d^/_£\ ^ i+4n& . dv d^ dl 
dx\t) dy\ey~' & dt'^dx dy '^ 

dx\&J dy\&y ~ ^'Ids.dt *^' dt X* **J» 

Dazu kommen noch die Bedingungen für die unendlich entfernte Grenzfläche 
des Raumes: 

? = V=8 = ^ = A^ = ^ = <iP = / = <>- 
Ferner die Bedingung, dass die in (19^) und (19^.) gleich Null gesetzten 
Grössen überall stetig und endlich seien. Da nun dies für die Grössen U, 
Vy Wf Ly My N und ihre Differentialquotienten schon nach der für sie vor- 

16» 
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geschriebenen Bildaogsweise durch Integration der Fall ist, so oft u, v, tp, 
X, fi, V Oberall endlich sind, so reduciren sich die Bedingungen der Stetigkeit 
darauf, dass die sechs Grössen: 

t^ dx *' &'^ dx^ 

e"^ dy ^' »^ dy "> 
t^d» •^' &^ d» 

überall stetig seien, namentlich auch an solchen Flächen, wo e, & und x 
unstetig sind. 

Da X si solchen Flächen stelig ist, so ist 

(;j-Xi) = cosa-r^ix-Xi) 



dx ^''' '*'"'' dN 

u. s. w. 



Wir haben ferner nach der Gleichung (19"*) 
(20*.) (A, - ii). cos a +(At -/*,). cos 6 + (!'-»',)• cos c = J-.-^{^-j^;) 



An dN 



und nach den Stetigkeitsbedingungen somit 



(20M {^-^ = -^.cosb^^U-X.). 

Aus den Gleichungen (20».) und (20^.) kann z—Xi unmiltnlbar eliminirt 
werden. Dann kommt / nur noch in der Gleichung (20^.) vor. Es können also 
aus den Gleichungen (20*^.)^ (20"*.)? (20^) und den Stetigkeitsbedingungen die 
anderen unbekannten Grössen bestimmt werden, ohne auf ;( Rücksicht zu nehmen. 

Sind die Kräfte Jc^ % S ^^ ^^^ betreffenden Fläche stetig, oder ist 
nur ihre senkrecht zur Fläche gerichtete Resultante ^ unstetig, so erhalten 
wir fQr die ^, ^, 3 ein ähnliches System von Gleichungen: 

(20g j-^-A. = _^.eos6[^-^. + ^(y-9'.)], 
7-T- = -:t-eosc[^-^.+^(9-9.)]. 
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Dass die Gleichungen (20"*.) bis (20*.) mit Ausschluss von (20^.) die Lösung 
eindeutig bestimmen, wenn k nicht negativ ist, ergiebt sich aus der Gleichung 
der lebendigen Kraft, die wir deshalb hier zunächst aufstellen wollen. 
Für den Fall, dass keine äusseren Kräfte wirken, also 

x = ?) = 3 = o, 

erhält man die Gleichung der lebendigen Kraft, indem man die Gleichungen 

X LI V 

(20^) der Reihe nach ^^^ -a^ "^^ -a multiplicirt und addirt, dann ebenso die 

Gleichungen (20^) der Reihe nach mit — , — , — multiplicirt und addirt, die 
letztere Summe von der ersteren abzieht. Die Glieder der linken Seite lassen 
sich dann integriren, und ihr Integral wird wegen der Stetigkeitsbedingungen 
(20^.) und (20*.) gleich Null. Die Glieder der rechten Seite, welche (p ent- 
halten, können durch eine partielle Integration mit Rücksicht auf (20^.) um- 
geformt werden, und man erhält endlich: 



i 



4/Z/'l-^^F^p'+'''+'i+Ttf'+?'+3'] 



(^•••) I +[(*)'+(f )V(^)>^'.*<^)'j.^.*.* 

Aus dieser Gleichung sind entsprechende Folgerungen, wie aus der 
froheren (5".) zu ziehen. Bezeichnen wir das Integral, dessen nach der Zeit 
genommener Differentialquotient die linke Seite der Gleichung (20^.) bildet, 
mit 4>, so ist nothwendig immer positiv, wenn k positiv ist. Sein Werth 
muss aber während des Ablaufs der Bewegung nothwendig immer kleiner 
werden. Ist derselbe Null, so muss er Null bleiben. 

Daraus folgt, dass, wenn ausser den Kräften X, ^ und 3 di^ Anfangs- 
werthe von 

h ^. h h ^y ^y "P^di 
durch den ganzen Raum gegeben sind, die Gleichungen (20^) bis (20*.) die 
Bewegung eindeutig bestimmen. 

Ist ft = 0, so fällt -^ aus diesen Bestimmungsstflcken weg. 

Um die Art der durch diese Gleichungen angezeigten Bewegungszu- 
stände anschaulicher zu machen, wollen wir sie auf einen Körper & anwenden, 
in dessen Innerem « und i> constant sind und ;f=oo ist; ferner X=^=3=0. 
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Wir erhalten dann: 

dy d6 ^ ^•*' & "dT' 

(21.) 1^-^ = ^.,.l±4?E^.4i, 
^ ^ \ ds dx & dt ^ 

d\) df . . l+4n& dv 
dx dy ' & dt 

rfa; dy ' Ldz.dt dt J 

Wenn wir aus (21.) neue Gleichungen bilden, nach der Weise wie (20".) 
aus (20.) gebildet ist, so erhalten wir 

(21-.) j W(1+4,*M> $+ [1- ä±^<+^]^[^+ A+4] 

etc. 

Die entsprechenden Gleichungen fflr \) und j erhält man, indem man 
in (21^) je und x beziehlich mit ^ und y, oder mit 3 und 2 vertauscht. 
In ähnlicher Weise erhält man fflr die magnetischen Momente: 



(21''.) iJu = 47ie{l + in&)A- 



dt* ' 



dt 



Jv = 471« (1+471^)^'--^, 

dk dfi dv r^ 

dx dy dz "^ 

In den Gleichungen (21 ^) sind die elektrischen Verschiebungen in 
einem dielektrischen Isolator durch ganz dieselben Gleichungen gegeben, wie 
die Verschiebungen der wägbaren Theilchen in einem festen elastischen Körper, 



» 
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in welchem die Fortpflanzaiigsgeschwindigkeit beträgt 

1 



für die Transversalwellen: 



Ay4n6(ii+4n&) ' 



für die Longitudinalwellen : x r "T^ — IT' 

Die Gleichungen (21''.) dagegen fär die magnetischen Verschiebungen 
entsprechen denen im Innern eines incompressiblen elastischen Körpers, in 
welchem die Geschwindigkeit der Transversalwellen dieselbe ist, wie die an- 
gegebene der elektrischen Verschiebungen, die Geschwindigkeit der longitudi- 
nalen Schwingungen dagegen unendlich gross. Es ergeben diese Gleichungen, 
wie schon Herr Maxwell für den von ihm behandelten Grenzfall (Ar=0, c und d- 

m 

unendlich gross) gezeigt hat, dass bei den Transversal wellen die elektrische Os- 
cillation in der einen Polarisationsebene, die magnetische in der darauf senk- 
rechten geschieht. 

Um zu ermitteln, was unter Annahme eines dielektrischen Raumes der 
gemessene Werth der Gonstante A bedeute, müssen wir noch den Fall der 
gut leitenden Körper untersuchen, wenn x so klein ist, dass die durch die 

dl 

Polarisation entstehende Geschwindigkeit -^ gegen die von der Leitung ab- 
hängende — verschwindet. Unter dieser Annahme ergeben die Gleichungen 
(20''.) bis (20^) bei eben solcher .Behandlung, wie für den Isolator 

etc. 

Die beiden andern erhält man, indem man u und x mit v und y, oder mit w 
und z vertauscht. 

Vergleicht man diese mit denen, welche durch die Operation J aus 
(3*.) gebildet werden: 

etc. 

so sieht man, dass nur die Conslanten verschieden sind. Statt A^ der letzteren 
steht in der ersten ^^(l+4;ii9), und statt k der letzteren steht 

k 

in der ersteren. Ist also das Medium magnetisirbar , so erscheint der Werth 
der Constante h darin verkleinert in dem angegebenen Verhältniss. 
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Andererseits erscheint die Constante Ä^, wenn in einem magnetisir- 
baren Medium experimentirt wird, vergrössert durch ihre Multiplication mit dem 
Factor (l+An^). Da wir nun durch alle statischen Versuche aber magnetische 
Vertheilnng nur immer das Verhältniss der Werthe von (i+4nd^) für ver- 
schiedene Stoffe zu einander, oder zu dem nur mit Lichtäther gefüllten so- 
genannten Yacuum ermitteln können, so finden wir durch Versuche im Luft- 
raum oder Vacnum immer nur das Product der Constante A^ mit dem Factor 
(1+4711^0)9 wenn wir mit &n den unbekannten Werth dieses Coefficienten für 
den Luftraum bezeichnen. 

Ferner ist schon oben nachgewiesen worden, dass die Quantitäten 
Elektricität, welche strömen, nach elektrostatischen Einheiten bestimmt im Ver- 
hältniss }/l+47i6o: 1 verkleinert erscheinen, und ebenso alle nach elektrostati- 
scher Einheit gemessenen Stromeinheiten. Dagegen erscheint der Widerstand 
X im Verhältniss 1 : (l+47i«„) vergrössert und ebenso die Constante Ä^. Ist 
also 31 der im Luftraum gefundene, der Lichtgeschwindigkeit nahe gleiche 

Werth von -r-, so ist der wahre Werth 

-^ = 8l|/l + 47l6o.|/l + 47l^„ 

und der Werth der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in einem isolirenden Me- 
dium wird 

In der Luft selbst werden diese Wertbe: 



longitudinal : 81 (1 + Am„) / ' |„^"f " , 



transversal : 31 






Für die elektrodynamische Induction erweist es sich also nicht als gleich- 
giltig, wie es bei den elektrostatischen Phänomenen der Fall war, ob der 
Luftraum ein Dielektricum ist oder nicht, sondern es hängt die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der inducirenden Wirkung von der absoluten Grösse von f» 
ab, und 60 würde durch experimentelle Bestimmung dieser Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der elektrischen Transversalwellen im Luftraum bestimmt wer«* 
den können. Diese Geschwindigkeit mflsste der vorliegenden Theorie nach 
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grösser sein, als die aus Herrn W. Webers Versuchen bestimmte Geschwindig- 
keit 31, und dieser nur gleich werden können, wenn die dielektrische Polari- 

1 
salionsconstante der Luft ^o unendlich gross gegen ^ wäre. Es geht daraus 

hervor, dass die bisher vorliegenden Erfahrungen auch ohne wesentliche 
Aenderungen in den Grundzflgen der acceptirten Theorie der Elektrodynamik 
eine Ausbreitung der elektrischen Fernwirkungen mit endlichen Geschwindig- 
keiten als möglich erscheinen lassen ; und zwar würden sich die elektromagne- 
tischen Wirkungen dabei mit einer der Lichtgeschwindigkeit gleichen oder 
grösseren Geschwindigkeit ausbreiten, während die Ausbreitung der elektro- 
statischen von der unbekannten Gonstante k abhängig bliebe. 

Heidelberg, 1870. 



Corrigenda. 

Seite 75, Zeile 4 v. o. statt Ds lese man Da, 

80, - 1 V. u. - TT ■ ■ TT 

' 4k 4k 
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lieber einen die trigonometrischen Reihen 

betreffenden Lehrsatz. 

(Von Herrn G. Cantor in Halle *).) 



Midemanns Forschungen im Gebiete der trigonometrischen Reihen sind 
in der Abhandlung „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigo- 
nometrische Reihe, Göttingen 1867^ bekannt geworden. 

Dieselben beziehen sich zunächst in den §§. 7 — 10 auf Reihen, in 
welchen die Coefficienten unendlich klein werden ; die flbrigen Reihen werden 
alsdann, wenn nur Convergenz fQr einen Werth der Veränderlichen vorhanden 
ist, auf jene zurückgeführt. 

Ich will im Folgenden den Satz beweisen: 

^Wenn zwei unendliche Grössenreihen : »1,02, ...,a«,... und 6^, 629—9 ^»v- 
so beschaffen sind, dass die Grenze von 

a^sinnx+bnoosnx 

für jeden Werth von a?, der in einem gegebenen Intervalle (a<Cx<Cb) des 
reellen Grössengebietes liegt, mit wachsendem n gleich Null ist, so convergirt 
sowohl a« wie b^ mit wachsendem n gegen die Grenze Null^. 

Wird dieser Satz auf die trigonometrischen Reihen angewandt, so 
giebt er die Einsicht, dass eine derartige Reihe 

lbo+aiS\nx+biCOSx + "'+a^s\nnx-\-b^cosnx+'" 

nur dann für alle Werlhe von x in einem gegebenen Intervalle {a<Zx<Zb) 
des reellen Grössengebietes convergiren kann, wenn die Coefficienten a., 6« 
mit wachsendem n unendlich klein werden. 

Diese Thatsache ist, wie aus mehreren Stellen der oben citirten Ab- 
handlung hervorgeht, Riemann bekannt gewesen; es scheint jedoch, dass er 
sie nur im Hinblicke auf diejenigen Fälle bewiesen hat, wo die Coefficienten 



*) Zu den folgenden Arbeiten bin ich durch Herrn Heine angeregt worden. 
Derselbe hat die Güte gehabt; mich mit seinen Untersuchungen über trigonometrische 
Reihen frühzeitig bekannt zu machen. Aus dem Versuche seine Resultate in der 
Richtung zu erweitern^ dass jedwede Voraussetzung über die Art der Convergenz bei 
den auftretenden Reihen vermieden wird; sind beide hervorgegangen. 
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a», 6, in der Form der Integralausdrficke : 

— y f(t) sinnt dt, ^J f{t)cosntdt 



— n —TT 



vorausgesetzt werden können. 

§1. 

Ich schicke das Lemma vorauf: 

„Hat man eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen: 

(iß.) II, e, Wy Xy . . . 

von der BeschaiFenheit, dass: 

f?>4ii, ir>8i?, a?>16fr, . . . 

so giebt es eine Zahlengrösse £1, welche die Eigenschaft hat, dass das Pro- 
duct n£2, wenn man ffir n eine der Zahlen (A.) setzt, die Form hat: 

wo in ein^ vom Index n abhängende positive ganze Zahl und 0« eine zu n 
gehörige positive Grösse ist, welche unendlich klein wird, wenn man n in der 
Zahlenreihe (ü.) ins Unendliche fortschreiten Iflsst.^ 

Beweis. Ich bestimme auf Grundlage der Reihe (JR.) eine neue 
Reihe {S.) von ungeraden ganzen Zahlen: 

(S.) 2g+i, 2A+1, 2i+l, . . . 

nach folgendem Gesetze: 

2g +i werde bestimmt durch die Bedingung, dass: 

. dem absoluten Werthe nach kleiner oder gleich 1 sei. 
Falls in dieser Bestimmung eine Zweideutigkeit enthalten ist, entscheide man 
sich ffir die kleinere der beiden ihr genflgenden ungeraden Zahlen. Wenn 

2g +1 bestimmt ist, so wird 2A+1 durch die Bedingung: 2A+1 — (2gr+l) — 
dem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich 1 bestimmt, wobei man sich 
im Falle der Zweideutigkeit wie im ersten Falle zu verhalten hat. 

Analog werde, die dritte Zahl 2f+l bestimmt durch die Bedingung: 

2f+l— (2A+1)— dem absoluten Werthe nach kleiner oder gleich 1 und 

ebenso alle folgenden Zahlen der Reihe (£>.). 

17» 
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Man bilde aus (A.) und (5.) die unendliche Reihe rationaler Brüche: 



1 2^ + 1 2A + 1 2i+l 

■ 9 



(N.) -^, . . . 



Diese Bräche nähern sich einer festen von Null verschiedenen Grenze, einer 
Zahlengrösse, welche ich mit S2 bezeichnen will. 

Um dies zu sehen, bemerke man, dass, der Entstehungsweise der Reihe 
(S.) zufolge, die nachstehenden Ungleichheiten Geltung haben: 

(1^^9+1) <:L /2(y + l 2h+\ \^ 1 

Mithin ist die Differenz des ersten und irgend eines folgenden Bruches der 
Reihe (iV.) nicht grösser als die Summe: 

1 1 f-*" in infinitum: 

V W X 

ebenso ist die Differenz des zweiten und irgend eines folgenden Bruches nicht 
grösser als die Summe: 

1 h*" in infinitum; 

to X ' 

und das Aehnliche gilt für die Differenzen der übrigen Brüche in der Reihe (iV.). 

i 1 
Da die Reihe — | 1 — , wegen der Bedingungen, denen die Zahlen 

(R.) unterworfen sind, convergirt, so folgt hieraus, dass die Differenz zweier 
Brüche (iV.), wenn dieselben beliebig in der Reihe (iV.) stets weiter ins Un- 
endliche rücken, unendlich klein wird, was die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass sich die Brüche (iV.) einer festen Grenze 12 nähern. 
Diese Zahlengrösse £2 ist von Null verschieden ; denn sie unterscheidet 

sich nach dem Gesagten von dem ersten Näherungsbruche — höchstens um 

die Summe: 

1 i 

i 5 

die letztere ist aber kleiner als — (1 + iH — )^ d. h. kleiner als ^, also auch 
kleiner als t^— ; es liegt daher £2 in den Grenzen: 



16u 



H , 21 

und 



16ti 16ti 

Es ist nun nicht schwer einzusehen, dass £2 die im Lemma ausgesagten 
Eigenschaften hat, wenn man: 

Ä» = 0, Äy = gr, iu, = hy &x = iy • • • 
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nimmt. Man hat nämlich: 



(i2-i-)^i-+-i.+ -, also (i2tf-t)<i; 



ferner 



(l2-i^)^±+l+..., also (i2«>-2^-l)<i; 

ebenso ist 

(i2a;-(2A+l))<i u. s. f. 

Es nehmen also die Differenzen: 

mJQ— 255«— 1, f?I2— 2j5„— 1, «?i2— 2«^, — 1, ... 
welche ich mit: 

±0«, ±0., ±0u„ ... 

bezeichnet habe, schneller ab als die BrQche: 

29 T9 «■? .... 
Dies war zu beweisen. 

§. 2. 

„Die Zablengrösse 12 kann durch eine Modification des fär sie fest- 
gestellten Entstehungsgesetzes so bestimmt werden, dass sie in ein gegebenes 
Intervall des reellen Grössengebietes zu liegen kommt.^ 

Ist das Intervall von bis 2 in 2v gleiche Intervalle getheilt und soll 
i2 in das fi^^ von ihnen fallen, so befolge man nachstehende Regel: 

Man benutze die Reihe (A.) erst von demjenigen Gliede an, welches 
grösser ist als 6v; setzen wir der Kürze wegen voraus, dass schon u^%Vj 

SO bestimme man die ungerade Zahl 2f+ 1 so, dass der Bruch -^^^ — in den 

Grenzen ^7^ und ^~ liege; die ungeraden Zahlen 2gr+l, 2Ä+1, ... 
haben in ähnlichem Sinne wie oben, den Bedingungen: 



(2iy+t-(2/'+l)-^)^l, 



ZD genügen, so dass man hat: 



V. © tp / — tp ' 
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Es fftllt alsdann die Grenze S2, welcher die NäherungsbrOcbe : 

2/-+! 2g + l 2A+1 

zustreben, zwischen —^ -jg— und ^"^ "^leiT^ mithin auch, wegen der 

Bestimmungen, die wir für 2f+i und u getroffen haben, zwischen: 

3/1-2 5 . 3fi~l , 5 

3v 6.16.V ^"^ 3v +6.16,y 

und um wie vielmehr zwischen: 

-^i=:i- und -^. 

V V 

Die Zahlengrösse «ß hat auch hier die im Lemma ausgesagten Eigenschaften, 
wenn man: 

nimmt. 

§. 3. 
Wenn ich von einer unendlichen Grössenreihe : 

sage, dass lim(>, = 0, so verstehe ich darunter, dass, wenn d eine beliebig 
gegebene Grösse ist, man aus der Reihe (6.) eine endliche Anzahl von Glie- 
dern aussondern kann, so dass die flbrig gebliebenen sämmtlich kleiner sind 
als d. 

In dieser Definition liegt, dass, wenn lim(>, = und 

a, /9, y, . . . 
irgend eine aus der Reihe der positiven ganzen Zahlen ausgehobene unendliche 
Zahlenreihe ist, in der Grössenreihe 

(Ö'.) e«, Qß, Qyy ... 

Glieder gefunden werden können, welche kleiner sind, als eine beliebig ge- 
gebene Grösse d. 

Es ist folgenreich, dass dieser Ausspruch sich durch den Satz um- 
kehren lässt: 

^Ist eine unendliche Grössenreihe [G.) gegeben und weiss man, dass in 

jeder aus (6.) gehobenen unendlichen Grössenreihe {G\) Glieder gefunden 

werden können, welche kleiner sind als eine willkQrlich gegebene Grösse dy 

so ist: 

lim(>, = 0.« 
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Beweis. Sei J\ J"^ ... eine beliebige Reihe beständig abnehmender^ 

11 1 
unendlich klein werdender Grössen, z. B. die Reihe 1, y, -^^ ..., — , 

Man hebe aus der Reihe ((?.) zuerst diejenigen Glieder aus, welche grösser 
als J\ dann von den äbrig gebliebenen diejenigen, welche grösser sind als 
J"^ u. s. f.; bei keiner von diesen Operationen gelangt man zum Ausheben 
unendlich vieler Glieder, weil sonst eine unendliche Reihe •{&.) vorhanden 
wäre, deren Glieder sämmtlich grösser sind als eine von Null verschiedene 
Grösse J^''\ was gegen die Voraussetzung ist; die Grössenreihe (6.-) ist also 
von der Beschaffenheit, dass, bei beliebig klein gegebener Grösse J^''\ eine 
endliche Anzahl von Gliedern aus derselben ausgesondert werden kann, so 
dass die fibrig bleibenden sflmmtlich kleiner sind als J^""^-, es ist also lim(>, = 0. 

Daraus ergiebt sich als CoroUar Folgendes: 

^Ist eine unendliche Grössenreihe (6.) gegeben und kann man aus 

jeder aus (6.) gehobenen Grössenreihe {6\) eine neue Grössenreihe: 

(C.) p«, p^, p,^, ... 

ausheben, in welcher die Glieder mit wachsendem Index unendlich klein 

werden, so jst : 

limp. = 0.« 

§. 4. 

Lehrsatz. „Wenn für jeden reellen Werth von x zwischen gegebenen 

Grenzen {a<Cx<Zb): 

lim(a«siniia;+6i»cosiia;) = 0, 

so ist sowohl: 

lima« = 0, wie lim 6. = 0.^ 

Beweis. Wir wollen a« sin nx + 6» cos nx in die Form bringen 
p, cos (y,— fix), wo Qn = y(^l+bl und y, der zwischen und 27i liegende 
Bogen sei, dessen Sinus gleich — ^, dessen Cosinus gleich -^ ist; es ist 

auf diese Weise nur zu zeigen, dass lim(>,=0, um alsdann unmittelbar schliessen 
zu können, dass lima« = 0, lim 6^ = 0. 

Wir bezeichnen die Reihe (>i, Q2^ •• -9 (>»? • • • init {G-)» Sei: 

(ö'O Qar Qß'> ••• 
irgend eine aus (6.) gehobene unendliche Reihe; dann will ich zeigen, dass 

sich aus (ff.) eine unendliche Reihe: 

{G"') Po Qwi Pu;9 • • • 

ausheben Iflsst, deren Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 



• ■ • • 
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Betrachten wir zu dem Ende die unendliche Reihe: 

es muss, da die Glieder derselben alle zwischen und 2n liegen, ein Intervall 
von der Grösse -j- angegeben werden können, innerhalb welches unendlich 
viele Glieder der Reihe (1.) liegen. 

Um die Ideen zu fixiren, sei (4^^(p^^+^J ein solches Intervall, 
(wo also- * eine bestimmte zwischen und -j- gelegene Grösse ist) und sei : 

(2.) y«., (Pß,^ ^y., . . . 

eine aus (1.) gehobene unendliche Grössenreihe, deren Glieder sämmtlich in 
diesem Intervalle liegen. 

Aus der Zahlenreihe 

«', ß', r'> 

hebe ich eine unendliche Zahlenreihe: 

(Ä.) Uy V, to, 

aus, welche den Bedingungen des Lemmas im §. 1 entspricht, und bei welcher 
ausserdem u so gross genommen ist, dass man die im §. 2 definirte Zahlen- 

grosse £2 in das Intervall ^ — • •• — ), mithin auch in das grössere ( — • • • — j 

verlegen kann. Die unendliche Grössenreihe: 

(iJ ,) fftt} Qvy Pif9 • • -9 

welche offenbar aus {G\) gehoben ist, ist es nun, von welcher ich nachweisen 
werde, dass ihre Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 

Vorerst hebe ich hervor, dass die Glieder der mit {G".) parallel laufen- 
den Reihe: 

in dem Intervalle (4^.,.<P+~j enthalten sind, und unterscheide die beiden 

Fälle, dass dieses Intervall eine der beiden Grössen ^ und -^ enthält oder 
keine von ihnen enthält. 



. • . 



Erster Fall: 

I. In dem Intervalle (*...* + ^) liegt weder -^ ^^^^ "Y' ^^^ 
kann eine von Null verschiedene Grösse e angeben, so dass cos 9 seinem 
absoluten Werthe nach grösser als a ist fQr jeden Werth von (p im Intervalle 
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Man bestimme nach den Vorschriften des §. 2 eine Zahlengrösse £2, 
so beschaffen, dass: 

1) S2 zwischen — und — zu liegien kommt, 

2) ßn— (2«,+l) = +0. unendlich klein wird^ wenn mau für n die 
steigenden Zahlen der Reihe (jß.) setzt. 

Setzt man in der mit den Reihen {G".) und (F.) parallel laufenden: 

(F.) ().cos(y^— «la:), p,; cos (y ,, — ca?) , ()«,cos(yu,— ira?), . . . 

X = 7ii2y so ist klar, dass die Cosinusse der Reihe (F.), von einem gewissen 

Index an, sämmtlich ihrem absoluten Werthe nach grösser sind als -ö- 

Die Glieder selbst der Reihe (F.) werden der Voraussetzung gemäss, 
welche im Theorem liegt, für jeden Werth von x m den Grenzen a und b, 
mithin auch für x = 7i£2, mit wachsendem Index unendlich klein; daraus folgt, 
dass die Glieder der Reihe {G".) mit wachsendem Index unendlich klein 
werden. 

Zweiter Fall. 
II. In dem Intervalle Qp . . . * + ^J l^^Ä* entweder -^ oder -^ ; 
dann liegt in dem Intervalle (*+-y ••• ^ + 'T'J ^^^^ ungerades Vielfaches 

von -^, und ich kann eine von Null verschiedene Grösse e' angeben, so dass 
cos 9 seinem absoluten Betrage nach grösser ist als e' fOr jeden Werth von 
(p im Intervalle (*+y . . . *+-|^)- 

Man bestimme nach den Vorschriften des §. 2 eine Zahlengrösse i2^ 
so beschaffen, dass: 

1) 12 zwischen — und — zu liegen kommt, 

2) i2« — (255.+ 1) = ±0« unendlich klein wird, wenn man für n die 
steigenden Zahlen der Reihe (R.) setzt. 

Setzt man in der Reihe: 

(F.) p«cos(y«— fio;), Py cos (y I, — f?a?) , . . . 
x=^^i2, so ist klar, dass die Cosinusse in derselben, von einem gewissen 

Index an, sämmtlich ihrem absoluten Werthe nach grösser sind als -^^ 

Von den Gliedern selbst der Reihe (F.) gilt das Nämliche wie unter 
L; sie werden mit wachsendem Stellenzeiger für jeden Werth von x in den 
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Grenzen a nnd b, mithin auch ffir a; = -^i2 unendlich klein; es folgt also 

auch in diesem Falle, dass die Glieder der Reihe {&'.) mit wachsendem Index 
unendlich klein werden. — 

Wir haben somit gezeigt, dass, wenn (G'.) irgend eine ans (6.) aus- 
gehobene unendliche Reihe ist, man aus dieser eine Reihe {&'.) ausheben 
kann, deren Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 

Dem Corollar des §.3 zufolge reicht dies aus, um schliessen zu können: 

lim(>^ = 0. 
Berlin, den 20. März 1870. 
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Beweis^ dass eine für jeden reellen Werth von x durch 

eine trigonometrische Reihe gegebene Function f(aß) 

sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form 

darstellen lässt. 

(Von Herrn G, Cantor in Halle.) 



W enn eine Function f{x) einer reellen Veränderlichen x durch eine 
fflr jeden Werth von x convergente, trigonometrische Reihe: 

f{x) = ^bn+iaiSinx + biCOSx)-] \-{a^smnx+b^cosnx) + **^ 

gegeben ist, so ist es von Wichtigkeit, zu wissen, ob es noch andre Reihen 
von derselben Form giebt, welche ebenfalls für jeden Werth von x conver- 
giren und die Function f{x) darstellen. Diese Frage, welche erst in neuester 
Zeit angeregt worden ist, kann nicht etwa, wie gewöhnlich angenommen 
wird, dadurch entschieden werden, dass man jene Gleichung mit cos n{x''t)dx 
multiplicirt und Glied für Glied von —n bis +7i integrirt (wobei in der 
That auf der rechten Seite nur das aus dem n^^ Gliede hervorgehende In- 
tegral nicht wegfallen wQrde); denn, abgesehen davon, dass hierbei die Mög- 
lichkeit der Integration von f{x) vorausgesetzt wQrde, kann die Integration 

einer Reihe: 

Au+Ai + '*' + A^-\ — , 

in welcher die A^ Functionen einer Veränderlichen x sind, durch Integration 
ihrer Theile nur dann ohne Bedenken ausgeführt werden, wenn der Rest, 
welcher nach Abtrennung der n ersten Glieder dbrig bleibt, ffir alle Werthe 
von X, welche im Integrationsintervalle liegen, gleichseitig unendlich klein wird. 
Also muss, wenn man: 

fix) = A+^i+-+^.+Ä« 
setzt, bei gegebener Grösse €, eine ganze Zahl m vorhanden sein, so beschaffen, 
dass fflr n^m, R^ seinem absoluten Betrage nach kleiner ist als e für alle 
Werthe von x^ welche in Betracht kommen. 

Es ist nämlich die kleinste ganze Zahl m, welche für ein gegebenes 
X die Bedingung erfüllt, dass der absolute Betrag von R^ kleiner ist als e^ 
wenn n^m, als eine unstetige Function von x und « zu betrachten; be- 

18» 
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zeichnet man sie unter diesen Umständen genauer mit m{x,e)^ so weiss man 
nicht, ob die Function m{x,e) bei gegebenem € für alle Werthe von x unter- 
halb einer endlichen Grenze liegt; es ist sogar leicht einzusehen, dass, weiin 
f{x) fflr a; = a;i eine Unstetigkeit hat, die Function m(xye) Werthe annehmen 
müss, welche jede angebbare Grenze übersteigen, wenn, bei festgehaltenem 
e, X dem Werthe Xi unendlich nahe rückt. 

Hieraus geht hervor, dass die Eindeutigkeit der Darstellung einer 
Function durch eine für jeden Werth von x convergente trigonometrische 
Reihe auf diesem Wege nicht ergründet werden kann. 

Durch die Riemannsche Abhandlung ^Ueber die Darstellung einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe, Göttingen 1867^ bin ich auf einen 
andern, das Ziel erreichenden Weg geführt worden, welchen ich hier kurz 
angeben will. 

Zuerst hebe ich hervor, dass, wie in meinem Aufsatze ^lieber einen 
die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz^ bewiesen ist, bei einer 
trigonometrischen Reihe: 

w^elche für sämmtliche Werthe von x in einem gegebenen, übrigens beliebig 
kleinen Intervalle des reellen Grössengebietes convergirt, die Coefficienten 
a«, b^ mit wachsendem n unendlich klein werden. 

Denkt man sich nun zwei trigonometrische Reihen, welche für jeden 
reellen Werth von x convergiren und denselben Werth annehmen, mithin 
dieselbe Function f{x) darstellen, so folgt durch Abziehen der einen von der 
andern, eine für jeden Werth von x convergente Darstellung der Null: 

(1.) = Co+c,+...+a+... 

wo Co = ^dlj, C^ = c„s\nnx + d„cosnx und wo die Coefficienten c«, d^ mit 
wachsendem n^ nach dem soeben Gesagten, unendlich klein werden. Ich bilde 
mit Riemann aus der Reihe (1.) die Function: 

(2.) F{x) = Q^^-^C, ^"^ 



2 ' nn 

Sie ist eine in der Nähe eines jeden Werlhes von x stetige Function von x *), 
welche dem Lehrsatze 1 im §. 8 der vorhin genannten Abhandlung zufolge, 
die Eigenschaft hat, dass für jeden Werth von x der zweite Differenzquotient: 

*) Um dies einzusehen , würde es ausreichen; wenn man nur wüsste, dass die 
c«, d« unter einer angebbaren Grenze liegen^ der Nachweis davon dürfte jedoch die- 
selben Mittel in Anspruch nehmen^ mit welchen gezeigt wird, dass limc« =0 und 
lim dn = 0. 
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F(x + a) — 2F(x) -f F(a: — a) 



aa 

mit unendlich abnehmendem a sich der Grenze Null nähert. 

Halten wir diese beiden data für die Function F{x) fest: 

I. dass sie stelig ist in der Nahe eines jeden Werlhes von x, 

II. dass die Grenze ihres zweiten Differenzquotienten mit unendlich 
abnehmendem « für jeden Werth von x gleich Null ist, 

so lasst sich daraus zeigen, dass F{x) eine ganze Function ersten Grades 
cop+c' ist. Der folgende Beweis hiervon ist mir von Herrn Schwarss in 
Zflrich mitgetheilt worden *). 

Man denke sich bei einer in einem Intervalle (a... b) der reellen Ver* 
änderlichen x gegebenen Function Fi {x) die Bedingungen I. und II. erfüllt, und 
zwar die erste in der Nahe eines jeden Werthes von x im Intervalle, die 
zweite für jeden Zwi'scbenwerth x, und betrachte, indem man unter i die 
positive oder negative Einheit, unter x irgend eine reelle Grösse versteht, 
die Function: 

<p(x) = i{F,{x)-P',ia)-^{Fdb)-F,{a))\-^ix-a)(b-x). 

Aus den Voraussetzungen über Fi{x) folgt, dass (p{x) im Intervalle (a . . . 6) 
stetig ist, und dass die Grenze des zweiten Differenzquotienten von q){x) 
gleich x^ ist für jeden Zwischenwerth x^ bei unendlich abnehmendem a; femer 
ist: y(a) = 0, y(6) = 0. Bezeichnen wir daher: 

(p{x + a)'-2(p{x) + (p{x—a) mit 9?(a?, a), 
so ist (f {xy a) für jeden Zwischenwerth x, bei unendlich abnehmendem «, an- 
nähernd gleich x^a^, also positiv und von Null verschieden für hinreichend kleine 
•Werthe von «. Daraus folgt, dass (p{x) für keinen Werth von x im Inter- 
valle positiv ist. In der That an den Grenzen ist y(a;) = 0; würde ip{x) für 
einen Zwischenwerth positiv sein, so wäre das Maximum der Werthe, welche 
(p {x) annehmen kann, ebenfalls eine positive Grösse und würde zum Mindesten 
für einen Zwischenwerth x^ von x erreicht; es wäre also für hinreichend kleine 



'^) Dieser Beweis stützt sich im Wesentlichen auf den in den Vorlesungen des 
Herrn Weierstrass häufig vorkommenden und bewiesenen Satz: 

„Eine in einem Intervalle (a...6) (die Grenzen incl.) der reellen Veränderlichen x 

fegebene^ stetige Function ^(pp) erreicht das Maximum g der Werthc; welche sie annehmen 
ann, zum Mindesten für einen Werth a?^, der Veränderlichen, so dass fpCx^) = g»^ 
Einen ähnlichen, auch hierauf beruhenden Beweis fUr den Fundamentalsatz der 
Differentialrechnung hat Ossian Bonnet geführt; derselbe findet sich in „Cours de calcul 
difffyrentiel et integral, par J, A. Serret, Paris 1868* im ersten BandC; Seite 17 — 19. 
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Werthe von a: <p(xo+ct) — (p{x^i)'^0. y(iCo— «) — y(arj ^0, mithin auch: 
y(aji,,a)^0, während doch (fia^^ct) für hinreichend kleine Werthe von a 
positiv ist. Man hat also fflr jeden Werth von x im Intervalle (a...fr), für 
f = ±l und für einen beliebigen reellen Werth von x: 

(pix)^O; 
lässt man hierin x unendlich klein werden, so folgt: 

Ftix) = F,(a) + f5^(F.(6)-F.(a}). 

Es ist also unter den gemachten Voraussetzungen Fi{x) eine ganze Function 
ersten Grades von x. 

Daraus ergiebt sich für unsere Function F(x) (da hier das Intervall 
beliebig erweitert werden kann) die fflr alle Werthe von x gültige Form: 
F{x) = cx+c\ und man hat daher fflr jeden Werth von x: 

Q)-2 cx — c' = C'i + -^H — ^■"^^ — 

Aus der Periodicität auf der rechten Seite ergiebt sich zunächst, dass sowohl 
c = 0, wie auch Co = -^ = 0, und man behält daher die Gleichung: 

(3.) -c' = C|+§- + ... + -^+.... 

V y * ' 4 IUI 

Die Reihe rechts ist von der Art, dass man, bei gegebenem €, eine ganze 
Zahl m angeben kann, so dass, wenn n'^m, der Rest jß. seinem absoluten 
Betrage nach kleiner als e ist für alle Werthe von x. 

Alan kann daher die Gleichung (3.) nach Multiplicalion mit cosn(X'-t)dx 
Glied für Glied von — ti bis +n integriren; das Resultat ist 

e.sinn^+i/.cosii/ = 0, 
wo unter / eine beliebige reelle Grösse zu verstehen ist; man hat also: c,=0, 
dn = 0, während schon vorher gefolgert wurde, dass di, = 0. 

Es ergiebt sich also das Resultat, dass eine fflr jeden einzelnen reellen 
Werth von x convergente Darstellung der Null durch eine trigonometrische 
Reihe (1.) nicht anders möglich ist, als wenn die CoefGcienten c(j, e«^ d^ 
sämmtlich gleich Null sind und man hat den Satz: 

„Wenn eine Function f{x) einer reellen Veränderlichen x durch eine 
fflr jeden Werth von x convergente trigonometrische Reihe gegeben ist, so 
giebt es keine andere Reihe von derselben Form, welche ebenfalls fflr jeden 
Werth von x convergirt und die nämliche Function f{x) darstellt." 

Berlin, den 6. April 1870. 
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lieber Flftchenabbildnng. 

(Von Herrn F. Eisenlohr in Heidelberg.) 



S^eit den Untersuchungen von Lambert, Lagrange und Gauss gilt als 
erste Bedingung, der eine jede Abbildung von Tbeilen der Erdoberfläche 
auf der Ebene genfigen muss, dass sie in den kleinsten Tbeilen dem Originale 
fthnlich, oder nach Gauss conform sei. Dennoch wird diese Bedingung noch 
immer auch von den besten Karlenzeichnern verletzt, sobald grössere Theile 
der Erdoberflache abzubilden sind; und als Grund wird angegeben, dass die 
gewöhnlich vorgeschlagenen conformen Projectionsarten, die stereographische 
und Merkators Projection zu grosse Verzerrung der Contouren und zu grosse 
Krümmung der kürzesten Linie ergeben. Eine Abweichung von jenem ersten 
Princip, das wenigstens an jeder Stelle der Karte einen bestimmten Massstab 
bedingt, kann freilich nur das Uebel verschlimmern; aber dennoch bleibt es 
wünschenswerth , unter der grossen Anzahl conformer Abbildungen, diejenige 
heraus zu wühlen, welche in jedem gegebenen Falle die geringste Verzerrung 
des Bildes hervorbringt. Nun wäre zuerst festzustellen, wonach jene Verzer- 
rung abzuschätzen sei. Herr H, Weber hat in einer interessanten Abhandlung *) 
den Fehler einer Stelle der Karte zu definiren gesucht als den Logarithmen 
des Verhältnisses der dort stattfindenen Vergrösserung zu der als Einheit 
angesehenen Vergrösserung in einem willkürlich gewählten Nullpunkte, und 
hat nach dem Principe der Methode der kleinsten Quadrate das Minimum 
eines Integrals gesucht, dessen Element das Quadrat jenes Logarithmen mul- 
tiplicirt mit dem Elemente der abzubildenden Fläche ist. Doch hängt, wie Herr 
Weber gezeigt hat, die Lösung dieser Aufgabe von der Integration einer ver- 
wickelten partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung ab. Man könnte 
statt des Logarithmen, auch das um die Einheit verminderte Verhältniss der 
Vergrösserung selbst als Fehler betrachten, und hätte dabei den Vortheil, dass 
die Summe der Fehlerquadrate, welche einer Abbildung zukommen, zu der- 
jenigen, welcher die Zurückführung des Bildes auf das Original unterworfen 
ist, einfach in dem Verbältnisse des Quadrats der Vergrösserung in dem will- 



') Dieses Journal Bd. 67 pag. 229. 
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kQrlichen Nullpunkte steht. Doch ist die Lösung dieser Aufgabe nicht ein- 
facher als die der ohigen, und führt ebensowenig zu brauchbaren Resultaten. 

Es scheint dagegen, als wenn die geringere Treue der Abbildung 
einer Fläche nicht unmittelbar durch die Verschiedenheit des Massstabes be- 
dingt werde, sondern vielmehr durch die Verzerrung der Contouren, insbe- 
sondere durch die geodätische Krflmmung, welche die geodätischen Linien des 
Originals auf dem Bilde zeigen, wie flbrigens auch durch die Anforderung 
der Kartenzeichnung bestätigt wird. Man findet nun, dass an irgend einer 
Stelle des Bildes diejenigen geodätischen Linien des Originals, welche senk- 
recht zu einer Curve gleicher Vergrösserung stehen, keine, die von der Curve 
berührten die grösste Krümmung erhalten; dass ferner diese grösste Krümmung 
ausgedrückt werde durch die Schnelligkeit, mit welcher sich auf der abzu- 
bildenden Fläche die reciproke Vergrösserung in der Längeneinheit ändert*). 
Jener grösste Werth der Krümmung der geodätischen Linien, welche durch 
einen Punkt des Bildes gelegt werden können, empfiehlt sich demnach als ein 
sehr geeignetes Mass des Fehlers an diesem Punkte. 

Man wird, um möglichst kleine Fehler zu begehen, ein Integral zu 
einem Minimum machen müssen, dessen Element das Flächenelement des Bildes 
multiplicirt mit dem Quadrate der grössten Krümmung in demselben ist. 

Wir beschränken zunächst nicht die Art der Flächen, auf welchen 
sich das Original und das Bild befinden. Sind / und u die Coordinaten eines 
Punktes des ersten, T und U die Coordinaten eines Punktes des zweiten, und 
sind / und u so beschaffen, dass sie beliebigen Constanten gleich gesetzt, zwei 
Systeme zu einander senkrechter isothermer Linien auf den Flächen geben, 
gilt ferner dasselbe für T und U, so kann man bekanntlich T+ Ui als eine 
Function von t+ni darstellen: 

T+ui = nt+ui), 

wenn die Abbildung in den kleinsten Theilen ähnlich sein soll. Die Ver- 
grösserung m ist sodann der Modul von 1/ — f {t-\-ui)^ oder es ist lg»»+llg-j^ 

der reelle Theil von Ig/^C+^O? ^enn die Linearelemente dS und ds auf den 
beiden Flächen durch die Gleichungen 

dS" = N{dr + dlP), ds^ ^nidf+du") 
gegeben sind. Nun ist das Maximum der Krümmung in einem Punkte des 

*) Es kann dies übrigens aus einer Formel von Herrn Weber p. 232 a. a. O. ge- 
folgert werden, in welcher nur statt des Factors 2 der Factor — 1 zu setzen ist, wie 
nach mündlicher Mittbeilung Herr Weber selbst bereits bemerkt hat. 
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Bildes y — 4"(-3pr+-^-s-}; das Flächenelement des Originals ndtdu, das des 
Bildes n^ndtdu; also muss das Integral: 

Ober den Raum der abzubildenden Fläche ausgedehnt, ein Minimum werden, 
und ausserdem der Logarithme von m und seine Differentialquotienten in Be- 
zug auf Endlichkeit und Stetigkeit entsprechenden Bedingungen wie das 
Potential elektrischer Massen genügen, wie Herr Weber a. a. 0. ausfflhrlicher 
entwickelt hat. Fflhrt man für logii» die Grösse q ein, so erhält man durch 
Variation des Integrals die Gleichung: 

und nach theilweiser Integration 

Die einfachen Integrale, welche sich auf den Umfang der Fläche beziehen, 
können in ein Integral verwandelt werden, welches fiber diesen Umfang aus- 
gedehnt ist, nämlich 

wo da das Linearelement des Umfanges, p die Normale auf demselben ist. 

Das Doppelintegral verschwindet, weil q+\^og\J^^ also auch (^9 der Summe 

einer Function von t+ui und einer andern von t—ui gleich ist, also die 
Gleichung : 

Ü^ + Z^ -0 

de ^ du' "~ ^ 

in der ganzen Ausdehnung der abzubildenden Fläche erfüllt. Am Rande muss 
dq, welches übrigens eine willkürliche Function von t und u ist, der Bedin- 
gung genüjgen: 

wenn g^ ^ine constante Grösse ist, da dieses Integral durch Integration von 
//gü(-^-5^ + ^-rjrfWii erhalten wird. Das über den Umfang ausgedehnte In- 
tegral kann also nur dadurch Null werden, dass wir q auf dem ganzen Umfange 

Journal för Mathematik Bd. LXXII. Heft 2. 19 
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einer constanlen Grösse g,) gleich setzen, oder die Abbildung zeigt im Innern 
die kleinste Verzerrung, wenn die Yergrösserung auf dem ganzen Umfang denr- 
selben Werth behält. 

Zugleich ist durch diesen Grundsatz die conforme Abbildung mit mög- 
lichst kleiner Verzerrung vollständig bestimmt, wenn der Logarithme derVer- 
grössening im Innern noch die oben erwähnten Bedingungen erfflllL Soll 
z. B. die beste Abbildung eines Theils einer Kugel (der Erde) auf eine Ebene 
gesucht werden, so seien / = 9) die geographische Lftnge, « = a der Logarithme 
der Tangente des halben Polarabstandes, und der Radius der Kugel =1; 
ferner T=a; und U=y rechtwinklige Coordinaten in der Ebene, so ist 



n " V 2 /' 



/ 2iti \ 

und die Grösse Ä=lg(^-7q: — {) muss auf dem Umfange des abzubildenden 

— ;z — j sein, und im Innern der Differentialgleichung: 

da' "^ av* ~ 

genügen. Die Lösung dieser Aufgabe ffir den Aequator als Begrenzungscurve 
ist die siereographische Projection; ffir zwei Parallelkreise erhält man eine 
von Gauss ^) angegebene Projectionsart, welche in Mercators Projection über- 
geht, wenn beide Parallelkreise gleich weit vom Aequator abstehen, und welche 
Mereators Projection für nahezu die gante Erdkugel ergiebt, wenn diese 
Parallelkreise zugleich sehr hohen Breiten, z. B. 85'^, zugehören. 

Es schien mir interessant und für die Kartenzeichnung wichtig, die- 
selbe Aufgabe für zwei Meridiane als Begrenzungscurve zu lösen. 

Bolrachtet man hier a und (p wie rechtwinklige Coordinaten, so reducirt 
sich die Aufgabe darauf, den Werth von z für jeden Punkt eines durch zwei 
pnrnllolo Linien begrenzten Streifens zu finden; und diese letztere Aufgabe 
IflMl sich bekanntlich wie das Potential nach Green auf die Aufsuchung eines 
Intoirrnla der DIlTerontialgleichung zurückführen, welches am Rande verschwindet 
und Im Innern einer stetigen Function von a und q), um den Logarithmen der 
ICnlferiuinir von jenem Punkte vermehrt, gleich ist. Ich werde das letztere 
InleirrnI die (/fr««MSohe Function nennen. 

♦) Allu©i«oino Autlöaunff der Aufgabe, die Theile emer gegebenen Fläche auf 
p\mt Hiideron ftbaubilden. lO! 
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Den Bedingungen dieser Function genflgt der reelle Theil der con- 
vergenlen Reihe 



-^ 

e 




WO b die Breite des Streifens, A und ^ die Coordinaten jenes Punktes, von 
einem in der Mitte des Streifens gelegenen Punkte an gerechnet, sind, und 
die Summe Ober alle positiven und negativen Werthe von n mit Ausnahme 
der Null auszudehnen ist. Durch Summirung der Reihe erhalt man die Green-- 
sehe Function gleich dem reellen Theile von 

(1.) IT = lg| — ^ 

e ~~~ e 

Man erhält übrigens die obige Reihe, wenn man den Punkt {A^ ^) an beiden 
Grenzlinien spiegelt, und zu dem Logarithmen der Entfernung irgend eines 
Punktes von dem Punkte {A^ 4>) den Logarithmen der Entfernung von dem 
ersten, zweiten, etc. Spiegelbilde positiv oder negativ hinzufügt, je nachdem 
die Anzahl der Spiegelungen eine gerade oder ungerade war, analog einer 
von Herrn Kirchhoff' bei der Untersuchung der Vertheilung elektrischer Ströme in 
einer ebenen Platte angewandten Methode*). Soll nun z an den Grenzlinien 

sein, so erhält man für s im Punkte {A^ 4>) den reellen Theil von 

wo die Integration über beide Ränder auszudehnen und p die nach aussen 
gerichtete Normale auf dem Rande ist. Dies giebt: 



(3.) 



• = t/ 



90 



hi^^^n^ 






Ist hier z.B. b = 7i, so kann man in dem bestimmten Integral für a 
y+A + i^ = y+r substituiren und in Beziehung auf r differentiiren ; man 
erhält alsdann einen Ausdruck, der sich unbestimmt integriren lässt, und nach 



*) Mitgetheilt von Herrn Quincke {Poggendorff% Annalen 97, p. 382) bei der Be- 
rechnung seiner Versuche über die Stromvertheilung in' einer recuteckigen Platte. 

19* 
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Einfahrung der Grenzen und Integration in Bezng auf r: 



= -_21g(.' ' +«■ 



Dieser Fall entspricht der Abbildung der Halbkugel nach stereographischer 

Projection. In allen Fällen dagegen, in welchen — einem Bruche -r- gleich 

ist, dessen Nenner k ungerade, lässt sich das Integral (3.) durch Zerlegung 
von (e"+e""") in h Factoren, und durch Zerfällung des Bruches in k Partial* 
brache, in Integrale zerlegen, welche mit der Form von (3.) für fr=7i aber- 
einstimmen, und ebenso integrirt werden können. Nur, wenn k gerade ist, 
giebt die Zerlegung in Partialbrache nicht wieder Partialhrache derselben 
Form, und das bestimmte Integral fahrt zu höheren Transcendenten. 

Setzt man b = 2n, so erhält man eine Darstellung der ganzen Kugel, 
die treuer ist als Mercators Projection, welche letztere abrigens streng ge- 
nommen gar nicht die ganze Kugel darzustellen im Stande ist. 

Die Yergrösserung ist hier gleich dem Modul von 

(ö**.) e* cos (at) = 



8co8*i(y-f -^— a») cos' i (y— y — ai) 



(5*.) x+yi wird J^z' d {a+(fi) = y (r + w)+2 ^2 (e^-^ - e"^^— '0, 



wo 



» 



sin-:^ / COS-5- + l^costS'cOBf 45 — ~-J 



t&w= n; — . f? = i/ 



C08-^+C0S-~y2C08t9' \C0S-2-+ KCOS^COB ( 45-j--^ 

und & die geographische Breite bedeutet. 

Die Annahme & = -ö~ ^i^^t ^^^^ ^^^^ S^^^ Darstellung des sechsten 
Theils der Erdoberfläche mit dem Minimum der Yergrösserung ^ in der Mitte, 
auf die Yergrösserung am Rande als Einheit bezogen. Man erhält: 

(y + 'ö — *** I (9 — 5 — *» I 
1 )-21g\^ i J-/.2, 

(7.) x+ffi = -^(e"+''*-e-('+'">+2i,+2iii), 
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wenn 

(l+cosfa — -ö-)co8t>\ , , ^ 

1 -f- cosl a4- -o- J C08V I 
oder bequemer zur logarithmischen Berechnung 

- Bin2fi, , , 8in2fi, • 4 . , v 



2 

y = t cotg t9^sin (112 — Ui) cos («2 + Wi) + -7= '• 



sin f -s — aj . sin 2u, 
}^"^8in(5. + a).sin2;i^ 

Besteht die Begrenzung aus zwei Meridianen und zwei Parallelkreisen, 
so ist die Greensche Function, welche innerhalb des aus denselben gebildeten 
Vierecks einer stetigen Function vermehrt um den Logarithmen der Entfernung 
vom Punkte (A^ 4>) gleich ist, und am Rande verschwindet, für den Punkt 
(a, y) der reelle Theil von 

_ ^,(a-^+t(y~0))^(a + ^-«o+t(y+^)) 

unter Benutzung der in Briot und Bouquets Theorie der doppelt periodischen 
Functionen angewandten Bezeichnung. Es sind hierin a = Og und 9) = die 
Coordinaten des Mittelpunkts des betrachteten Vierecks, a = a^J±^ü} diejenigen 

der begrenzenden Parallelkreise, 9> = ±^ diejenigen der begrenzenden 

Meridiane, co und w' die Perioden der aus den ^-Functionen gebildeten ellipti- 
schen Functionen. 

Das obige Resultat, welches im Wesentlichen mit dem von Herrn Joch- 
mann*) für die Vertheilung elektrischer Ströme erhaltenen übereinstimmt, lässt 
sich mit Hfllfe der Spiegelung des Punktes {A^ ^) an den vier Rändern und 
durch Summirung einer Reihe von Logarithmen ableiten, aber auch direct in Be- 
zug auf die vorgeschriebenen Bedingungen für den Rand und das Innere prüfen. 
Die Auflösung der vorliegenden Aufgabe kommt also nach Gleichung (2.) auf 
ein über die Grenzen ausgedehntes bestimmtes Integral zurück, in dessen 
Element sich ^-Functionen befinden. 



*) Schlömilch, Journal X; p. 48. 
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Es bliebe noch ein anderer Weg übrig, nämlich unter den bekannten 
einfachen Projectionsarten diejenigen anszuwahlen, für welche eine Linie gleicher 
Vergrössening nahezn mit dem Rande der Karte äbereinstimmt. Solche ein- 
fachen Projectionsarten sind z. B. die von Lagrange vorgeschlagenen, bei 
welchen die Meridiane und Parallelkreise wieder Kreise werden, und welche 
im Allgemeinen, abgesehen von Constanten, welche nur eine Verschiebung der 
Coordinaten oder Veränderung des Massstabes bewirken, durch die Gleichung: 

(8.) x+yi = tg[y(y+«f+/9i)] 

dargestellt werden, wo a und <p dieselbe Bedeutung haben, wie oben, und 
ß und l willkürliche Constanten sind; dieselben mögen fßr unsere Zwecke 
reell sein. 

In der That geben die Normen der beiden Seiten der Gleichungen: 

x + yi+colgli{ß+a) = j^ , 

co% -^ ((p + a% + ßi) .Binki(a + ß) 

X 

coByCv — at— /Ä) 



x+yi+colgk(p = j- 

008 "ö" (y> + «t+ ßi) . sin l<p 

einander gleich gesetzt, Gleichungen von Kreisen für die Längen- und 
Breitengrade. 

Die Curven gleicher Vergrösserung sind für diese Projectionsarten 
allerdings nicht sehr einfacher Art; und es wird auch hier in den ineisten 
Fällen sehr schwierig sein, die willkürlichen Constanten l und ß so zu be- 
stimmen, dass eine solche Curve in der Abbildung mit dem Rande der Karte 
nahezu übereinstimme. Man wird es deshalb in der Regel zweckmässiger 
finden, die Bedingungen kleinster Verzerrung nur auf die nächste Umgebung 
des Mittelpunkts der Karte zu beschränken; d. h. dafür zu sorgen, dass die 
Vergrösserung auf dem Umfange einer sehr kleinen Ellipse von gegebenem 
Axenverhältnisse , deren Mittelpunkt im Mittelpunkte der Karte liegt, unver- 
ändert bleibe. Hierzu ist zunächst nöthig, dass die Vergrösserung im Mittel- 
punkt der Karte ein Maximum oder Minimum habe , oder wenn der Mittel- 
punkt die Coordinaten a = ao, q) = hat, dass die Gleichung erfüllt wird: 

tg-^(a +ß) = i.tgtto« 
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oder: 

(9.) A («,, + ß) - lg (,^„„^i_,)^^_„,(;t^,); • 

In der Nähe des Mittelpunkts ist die Vergrösserung : 



m 



= ^ + ^ <(e»o + e-«0' ~^)+'^' Qe'^+W '^'^V-) 



Soll also in einer kleinen Ellipse mit constanter Vergrösserung das Verhältniss 
der westöstlichen Axe zur Meridianaxe wie a zu 1 sein, so hat man nun 
noch zu setzen: 

4 ^ 1 + a* ' 

oder wenn statt a^ die Breite 9•^i eingeführt wird: 

^^"•^ C08**0 "" * + «• ' 

wodurch X bestimmt wird, während aus (9.) ß abgeleitet werden kann. 

Ist a unendlich gross, so erhält man die von Lcmbert und Gauss vor- 
geschlagene Projectionsart, bei welcher die Vergrösserung längs eines ganzen 
Parallelkreises constant ist; l wird gleich sini9^o. Ist a der Einheit gleich, 
so erhält man die stereographische Projection, weil X^ — 1 = wird. 

Heidelberg, den 7. März 1870. 
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Bemerkungen zur Determinanten -Theorie. 

(Von Herrn Kronecker,) 

AQszQg ans Briefen an Herrn Balizer. 



Ihrer Aufforderung entsprechend sende ich Ihnen Bemerkungen 

aber einige Punkte der Determinanten -Theorie, welche Sie freilich nur zum 
Theil bei Bearbeitung der dritten Auflage Ihres Lehrbuchs werden benutzen 
können, da der Druck des Werkes Ihren Mittheilungen nach schon weit vor- 
geschritten ist. Dabei werde ich durchweg von einigen bequemen Bezeichnungen 
Gebrauch machen, die ich in meinem Aufsatz ^äber bilineare Formen^ (Bd. 68 
dieses Journals) eingefährt habe, nämlich erstens die Determinante von n^ 
Grössen: a^ einfach durch das Zeichen: 

darstellen und zweitens: 

^jjt gleich Eins oder gleich Null 
setzen, je nachdem die beiden Indices i und k einander gleich oder von ein- 
ander verschieden sind. 

I. 

An Stelle des Satzes 7, pag. 33. der zweiten Auflage Ihres Lehrbuches 
habe ich in Vorlesungen, welche ich im Winter 1864 an hiesiger Universität 
gehalten habe, folgendes allgemeinere . Theorem gesetzt: 

Es seien a^ fflr t^ Ar = 1, 2, . . . it beliebige n^ Elemente, ferner sei fQr m<Cn: 
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endlich sei: 

Crt = Oik^d — d^k (•,*=i,2,...»). 

Alsdann bilden die n^ Elemente c^ ein System, für welches sämmtliche 
Unterdeterminanten (111+ 1)*^®^ Ordnung identisch verschwinden. 
Wenn man nämlich für r=l, 2, ... m mit brk den Factor von a^^. in der 
Entwickelung von du, nach den Elementen der letzten Horizontalreihe be- 
zeichnet, so dass: 

dik = aij,d-]r2airbrk 

r 

wird, so ist: 

r 

das System der Elemente c entsteht also aus der Zusammensetzung eines 
Systems o, in welchem die letzten {n—m) Verlikalreihen fehlen, und eines 
Systems h^ in welchem sämmtliche Elemente der letzten {n—m) Horizontal- 
reihen gleich Null sind, und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des 
obigen Theorems. 

Nach der Definition der Grössen d^^^ 1^^ oiTenbar identisch: 

dit = und also: Cik=^Oik'd, 

sobald nicht beide Indices % und Ar grösser als m sind. Ist also das System 
der Elemente a^c so beschaffen, dass auch die {n — mf Determinanten d^, in 
denen % und Ar grösser als m sind, verschwinden, so ist für sämmtliche Indices i, k: 

Cik — (^ikd; 

folglich werden — vorausgesetzt, dass d von Null verschieden ist — nach 
obigem Theorem für ein solches System a.^^ sämmtliche Unterdeterminanten 
(m+iy^^ Ordnung gleich Null. Hiermit ist die Richtigkeit des im Eingang 
erwähnten Satzes dargethan, und ich will nur noch die Bemerkung hinzufugen, 
dass fär aus beliebigen Elementen a in der oben angegebenen Weise gebildete 
Grössen b die Gleichung: 

— b^s = d^g.d 

besteht, sobald der Index s nicht grösser als m ist. 

II. 

In Bezug auf den Inhalt des §.12 Ihres Lehrbuches, welcher von den 
Functionaldeterminanten handelt, habe ich Ihnen verschiedene Bemerkungen zu 
machen, die ich zur besseren Uebersicht in mehrere Paragraphen sondern will. 

Joaraal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 2. 20 
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§. 1. 
Wenn n Grössen: a:«.j.i, 0:^+2, . . . x^« als FuQctionen der n Variabein: 
^19 ^2 9 • • . x^ implicite durch die n Gleichungen: 

Fi{Xi^X2^ '•» X2n) = (<=l,2,..,ii) 

definirt werden, so ist die Functionaldeterminante : 



dxk 



(•*, i = 1, 2j . ,•. m) 



durch die Gleichung: 



w in.+*i- %f =(-^)"-i^«i 



bestimmt, in welcher: 



i^ir = n (r=l,2, .,.2ii) 



ZU nehmen ist. Da nämlich fQr die Unterdeterminanten: D^i des Systems von 
f^ Grössen: /^,,+* die Formel: 

besteht, so kommt, indem die Gleichung: 

2F^dXr = (r = I,2, ...2ii) 

r 

mit Dhi multiplicirt und über t=:l,2, ...it summirt wird: 

|^<,«+*l-rf^«+Ä = —^ZDhi'FikdXk (i,*=i,2,...i,). 

Der partielle Differentialquotient von 0;«+^ nach Xj, wird hiernach durch die 
Gleichung : 

bestimmt, aus welcher mit Hfllfe der Multiplicationsregel und der Relation: 

die obige Formel {A,) (cf. pag. 128 Ihres Buches) unmittelbar resultirt. 
Wenn speciell: 

Fi = — a?»+,+/<(a;i,rc2, ... a?,) (1 = 1,2,. ..•) 

ist, so ergiebt die Formel {A.): 



Im— 1 



dxk 






Wenn ferner zur Erledigung des Inhaltes von Art. 2, §. 12 Ihres Buches F^ 
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SO angenommen wird, dass darin die Yariabeln : Xi^ X2^ ... Xi^i fehlen, so wird: 

Wenn endlich für t = l, 2, ... n: 
ist, so hat man überdies: 

in.+,i = (-1)-, 

und die Formel {A.) reducirt sich für diesen Fall auf: 



dxk 



— Pll.r22 • ••^m»9 



wie pag. 120 Ihres Buches. 



§2. 
An Stelle des Art. 3 §. 12 Ihres Buches möchte ich Ihnen folgende 
Entwickelung vorschlagen. Es seien /i, /'s, ... /«» eindeutig definirle Functionen 
der n Variabein : Xi^ X2^ . . . x^ und « > m. Die Functionen f seien so be- 
schaffen, dass nicht sämmtliche aus den m.n Ableitungen: 

''■* * 'dx^ (r<:m, *<:•) 

zu bildenden Determinanten m^®^ Ordnung verschwinden. Alsdann lassen sich 
natürlich {n — m) Functionen: /"„.^i, /iH+29 - " fn hinzunehmen, so dass die 
Functionaldeterminante der n Functionen f von Null verschieden ist. Be- 
zeichnet man die Uhterdeterminanten derselben mit: Jaa so ist: 

Wenn nun eine Function ^(a?i, 0^2, .•• ar«) die Eigenschaft hat, dass sämmtliche 
aus den n{m+i) Ableitungen: 

nüy fuy • • • fnu (» = 1, 2, ...i») 

zu bildenden Determinanten {m-\-\Y^^^ Ordnung verschwinden, so ist die 
Functionaldeterminante der n Functionen: 

gleich Null, also: 

(Ä) iVo, . j,^^^ = 0. 

Denkt man sich an Stelle der Variabein: x neue Variabein: y eingeführt, 
die durch die Gleichungen: 

Vi = fi (^1 9 ^29 • • • ^ä) (< = i.2> . .. «) 

20» 
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bestimmt sind, so erhält man für die Differentialien die Relation: 

\fhk\'dXi = ^Ja'dyk (Ä,i,*=i,2,...»). 

Für das vollständige Differential von /,, gilt hiernach die Gleichung: 

(C.) \f,,\.dr, = 2Zf,^.Ja.dy,, 

in welcher die auf k bezügliche Summation vermöge der Gleichung {B.) auf 
die Werthe: k^m beschränkt werden kann. Es ist also foixi^a^^ ... x^\ 
als Function der Variabeln y betrachtet, nur von den ersten m Variabeln y 
abhängig, von den {n — m) folgenden aber unabhängig; und dies ist — wie 
sich aus dem Vorstehenden ergiebt — eine nothwendige Eigenschaft der 
Function ^, während es evident ist, dass dieselbe Eigenschaft auch hinreicht, 
um die über /Ij gemachte Voraussetzung zu erfüllen. 

Die hier angegebene lediglich formale Aenderung der Jaco6tschen 
Deduction {Jacobi de determinantibus functionalibus §. 6 und 7) führt nur zu 
dem Resultat: wenn sich eine Function: ^(fl?i, 0:29 ... a:J, für welche sämrat- 
liehe aus den 11(17»+!) Ableitungen: 

ZU bildenden Determinanten (m+1)^^®' Ordnung verschwinden, als Function der 
durch die Gleichungen: 

definirten Variabeln y ausdrücken lässt, so gehen in diesen Ausdruck die (h-ht») 
letzten Variabeln: y«+i, ^„,+2^ - - - yn nicht ein. Der hier vorausgesetzte Um- 
satz der Variabeln x in die Variabeln y, welcher einer wirklichen Elimination 
der n Grössen x aus den (n+i) Gleichungen: 

yh = fh{^l'i^2^ "' ^n) (Ä ==0,1,2,...«) 

gleichkommt, ist aber nicht immer statthaft. Denn es giebt Beziehungen zwischen 
Grössen, welche durch Beziehungen zu andern Grössen vermittelt sind, und bei 
deren Definition eine solche Vermittelung unvermeidlich ist, d. h. also, es giebt 
Fälle, in denen eine Elimination unmöglich ist, wie das einfache Beispiel der 
beiden Gleichungen: 

a: = sinr, y = sinaü 

zeigt, aus denen v — wenn a einen irrationalen Werth hat — nicht wirklich 
eliminirt werden kann. Die obige aus dem Verschwinden der fi(m+l) Ab- 
leitungen: 
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hergeleitete Folgerung ist also nicht vollkommen allgemein, und es ist des- 
halb eine neue, fär alle Fälle passende Formulirung des Resultates zu geben, 
deren Auseinandersetzung die folgende, mehr auf das Wesen der Sache ein- 
gehende Deduction gewidmet ist. 



§. 3. 

Es seien f^+i , f«^2 ? • • • f • irgend welche eindeutige Functionen der 
fi Variabeln x^ jedoch, so dass die Functionaldeterminante der n Functionen: 

/19 72 9 • • • fm^ fm+M • • • ]n 

nicht identisch verschwindet. Ferner sei für irgend ein specielles Werth- 
System (I): 

Ich führe nun — unter Beibehaltung der Variabein j(«+i, y«+29 - -- Hn — an 
Stelle der m Variabein ^i , y2^ ... y„, die durch folgende Gleichungen definirten 
Variabein j5 ein: 

/1(äi,Ä2, ... Ä») =yn /2(äi,Ä29 •••äJ = ^29 • • • /m(Äl9^29 • • • Ä») = Vm'^ 

fm+l(Äi,«2, ... äJ =9)«^.l, fm+2(Äl 9 ^2 9 • • • *») = y«i+2 9 • • • fi.(^l9 ^2 9 • • • -» J = ^^ . 

Die n Variabein ss vertreten wegen der zwischen ihnen bestehenden 
(n—m) Gleichungen nur die Stelle von m unabhängigen Variabein, und die 
Formel (C.) des vorigen Paragraphen zeigt, dass das vollständige Differential 
von ^'nur die Differentiale: dz^ nicht aber die Differentiale: 

rf^m+ii dy^+2^ • • • ^Hn 
enthält. Dieselbe Eigenschaft kommt also auch dem vollständigen Differentiale 
des Ausdrucks: 

/u C^l , 3^2 9 • • • 3J„) f[)\fil ? Ä2 , . . . Sin) 

ZU, welchen ich einstweilen mit f bezeichnen will. Diese Function ^ welche 
gleich Null ist, sobald das System (x) mit einem System (z) zusammenfällt, 
bleibt demnach gleich Null, wenn man von einem solchen System (x) aus- 
gehend zu einem andern System {x') äbergeht und aber dabei die Werthe 
der m Functionen: 

festhält. Da man nun ein beliebiges System {x) unter Festhaltung der Werthe 
der Functionen /\, /s, . . . /^ in ein System (z) stetig äbergehen lassen kann, 
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d.h. in ein solches, für welches: 

/«+l = ^'m+M /m+2 == ^«+2 9 • • • fn^=^Vn 

wird, so giebt es für jedes beliebige System (x) auch ein System {z)\ für 
welches die Gleichungen: 

und: 

erfüllt sind. Der Zusammenhang, welcher zwischen den {m+1) Functionen 
von n Variabein x: 

unter der Voraussetzung besteht, dass sämmtliche aus den n{m + l) Ableitungen: 

zu bildenden Determinanten (m + 1)'^^ Ordnung verschwinden, lässt sich also 
vollständig dadurch charakterisiren , dass derselbe Zusammenhang bestehen 
bleibt, wenn man zwischen den n Variabein x irgend welche {n—m) Glei- 
chungen, wie z. B. 

festsetzt. 

Die vorstehenden Erörterungen lassen sich für den Fall: »=3, m = 2 
geometrisch anschaulich machen. Wenn nämlich 

S = fii{x,y,z), V = fii^,y,^\ ^ = /2(a:,sf,«) 
gesetzt wird, so wird dadurch der Raum (ß, t], ^ auf den Raum {x^ y, i) be- 
zogen. Ist nun aber die Functionaldelerminante von (^,/l,/2) gleich Null, so 
erhalt man — sämmtlichen Punkten {x^ y, 2) entsprechend — nicht den ganzen 
Raum {^, ri, ^), sondern nur eine Fläche darin, diese aber unendlich oft. Eben 
dieselbe Fläche erhält man aber schon, wenn man nur diejenigen Funkte 
(x, y, j») nimmt, zwischen deren Coordinaten eine beliebige Gleichung besteht, 
d. h. also wenn man nur die auf einer beliebigen Fläche liegenden Punkte 
(x, y, $) nimmt und die diesen entsprechenden Punkte {S, v, ^ aufsucht. 

in. 

Währepd in den meisten Lehrbüchern der analytischen Geometrie zu- 
vörderst die Punktcoordinaten und erst nachher die in der Gleichung der Ebene 
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vorkomroenden Coefficienten als Ebenen coordinaten definirt werden, därfle es 
angemessener erscheinen, von vorn herein — wie ich es in meinen Univer- 
sitatsvorlesungen gethan habe — die beiden Arten von Coordinaten gleich- 
zeitig einzufahren, geometrisch zu erläutern und damit zu einer zwiefachen 
Interpretation homogener Gleichungen mit vier Yariabeln zu gelangen. 

§1. 

Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders mit 1, 2, 3, 4 und die 
gegenflberliegenden Ebenen resp. mit I, II, III, IV bezeichnet werden, und 

wenn ferner: 

(IV), (2V), (3V), (4V) 

die kürzesten Abstände irgend einer Ebene : V von den vier Tetraederecken und : 

(15), (115), (III 5), (IV 5) 

die kfirzesten Abstände irgend eines Punktes: 5 von den vier Tetraeder-^ 
'flächen bedeuten, so können die Quotienten: 

(15) (115) (III 5) (IV 5) 

(H)' (1X2) ' (1113) ' (IV 4) 

die Punktcoordinaten des Punktes: 5 und ebenso die Quotienten: 

(IV) (2y) (3V) (4V) 

(11) ' (211)' (3111) ' (41V) 

die Ebenencoordinaten der Ebene: V genannt werden« Die Vorzeichen der 
Abstände werden bestimmt, indem für jede Ebene eine positive und negative 
Seite unterschieden wird. *) 

Da der Abstand eines variabeln Punktes: 5 von einer festen Ebene: 
V eine lineare homogene Function der vier Punktcoordinaten des Punktes: 5 
sein muss, so hat man die Gleichung: 

(15), . (115), . (III 5) , , (IV5) _ y 

^^•(n)+'*^'(ii2)+^^"7nr37+^*'liv^ ~ ^^^^^ 

in welcher die Constanten: A am einfachsten dadurch bestimmt werden, dass 



*) Man kann auch statt der obigen Quotienten die Abstände eines Punktes von 
den vier Tetraederflächen selbst als Coordinaten desselben einführen und dabei statt 
der kürzesten Abstände auch solche nehmen, Vielehe in vier bestimmten Richtungen 
zu messen sind, ebenso können die in vier vorgeschriebenen Richtungen gemessenen 
Abstände einer Ebene von den vier Tetraederecken als Ebenencoordinaten erklärt 
werden; aber die obige Definition homogener Punkt- und Ebenen -Coordinaten ist 
für die folgenden Ausführungen bequemer. 
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man successive den Punkt: 5 mit den vier Tetraederecken zusammenfallen lässt. 
Auf diese Weise ergiebt sich die Fundamentalformel: 

,g.x (15). (VI) (n5),CV2) (III5).CV3) (IV5).(V4) _ 
^^'^ (U).(V5) "^(112). (V5) "^(1113). (V5) '^(1V4).(V5) "" ^^ 

welche, wenn man die Coordinaten des Punktes: 5 resp. mit: Uij^ Ui^ U2^ Uy^ 
die der Ebene V resp. mit: t/o, f/i, üi, U^ und die vier Tetraederhöhen mit: 
A<„ Ai, Ä2, A3 bezeichnet, in: 

(r.) :sh,u,u, = (V5) (*=o,,,2,3) 

• 

übergeht. In dieser Gleichung wird, sobald der Punkt: 5 in der Ebene: V 
liegt, die rechte Seite gleich Null, und dieselbe stellt dann ebensowohl die 
Gleichung der Ebene: Y in Punktcoordinaten als die Gleichung des Punktes: 
5 in Ebenencoordinaten dar, während die Coefficienten, welche im ersteren 
Falle: hU uni im letzteren: hu sind, ihre unmittelbare geometrische Bedeutung 
haben. — Lässt man in der Formel (21.) die Ebene : V ins Unendliche rQcken, 
so erhält man die für die vier Coordinaten eines beliebigen Punktes bestehende, 
nicht homogene, lineare Relation: 

(35.) -5*«^ = 1 (4r = (J,l,2,3). 

Es besteht nun in analoger Weise für die vier Coordinaten einer beliebigen 
Ebene eine nicht homogene Gleichung zweiten Grades, zu deren Herleitung 
folgende Entwickelungen dienen mögen. 

Wenn man die Fundamentalformel (21.) mit: (V5) multiplicirt, als- 
dann darin statt des Punktes: 5 einen andern Punkt: 6 substituirt und die 
beiden hierdurch entstehenden Formeln von einander subtrahirt, so erhält man 
vermöge der Gleichungen: 

(33'.) (15) - (1 6) = (5 6) , cos (I VI), (II 5) ~ (116) = (5 6) . cos (II VI), . . . 

die Relation: 

(S.) g^cos(IVI)+^cos(IIVI) + - + ^^cos(IVVI) = cos(VVI). 

Hier bedeutet (5 6) den absoluten Werth der Entfernung der beiden einge- 
klammerten Punkte und : VI eine zu der Richtung (5 6) normale Ebene. Fär 
die unter dem Zeichen : cos stehenden Winkel sind stets die y^inneren^ Winkel 
zu nehmen, d. h. diejenigen, welche von der positiven Seite der einen Ebene 
mit der negativen der andern gebildet werden, und welche demnach den für 
das Product beider Ebenen negativen ^inneren^ Raum ausfüllen. Bei der 
durch die Relationen (^') eingeführten Ebene: VI ist die positive und negative 
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Seite gemäss einer dieser Relationen zu bestimmen, aber in der Gleichung 
(S.) kann man von diesem Ursprünge der Ebene VI abslrahiren und diese 
Ebene selbst so wie ihre positive und negative Seite ganz beliebig annehmen. 
Bezeichnet man die vier Tetraederflächen mit: (p^^ (pi^ (p2^ (fi^ ferner 
die Ebenen: V und VI resp. mit /und f, so erhält die Gleichung (S.) folgende 
Gestalt: 

(ß'.) ZUtCOS{\(pj) = CQ^iSf) (t = 0,1.2, 3). 

Je 

Wendet man diese Gleichung auf zwei parallele Ebenen f und f* an, zwischen 
deren Coordinaten: U, U die Beziehungen: 

(f.iUi—Ul) = (Pi{U^—Ut) (.•,* = 0,1,2,3) 

statthaben, so resultirt die speciellere Formel: 

^(p^COS{\(pj,) = (* = 0,1,2,3). 

Wird endlich in (S'.) für: f successive: f^ cp^^^ cp^^ cp^y^ (p^ gesetzt, so kommt: 

-rü*cos(/'^*) = l, ^ Ut cos ((p^,(pt) = cos ifcp,;), ..., ^U,COS{(pj(p,) = C0S{f(p3), 

und indem man in der ersten dieser fünf Gleichungen für: cos( f(pk) die aus 
den vier folgenden Gleichungen entnommenen Werthe subsliluirt: 

(®.) 2UiUtC0S{(pi(pk) = 1 (.-,* = 0,1,2,3). 

Diese für die Ebenencoordinaten U bestehende Relation lässt sich noch auf 
eine andere Form bringen. Legt man nämlich durch eine der vier Tetraeder- 
ecken — z. B. durch den Funkt: 1 — eine mit /parallele Ebene, so sind 
deren Coordinaten: 

ü* — ~^-üu (* = 0,1,2,3), 

ro 

dB nach den eingeführten Bezeichnungen: hi(pi = hjt<p]^ isl Es kann also statt 
der Relation (SD.) auch die folgende genommen werden: 

^{(PDUr—(PrUoji(piiU,'-(p,U^t)COS((pr(p,) = (pl (r,« = l,2,3), 

welche auf die Tetraederebene: I selbst angewendet, deren Coordinaten: Uo=^ 1, 
üj = ü', = 1/3 = sind, die Formel: 

2(pr(Ps^0S{cpr(p,) = (pl (r,*=l,2,3) 

ergiebt. 

Die Relation {^,) hat auch ihre Bedeutung für die Darstellung der 
Kugel in Ebenencoordinaten. Sind nämlich: tiu^ «^1, tfz, ^3 die Coordinaten 
des Mittelpunkts, so findet für die Coordinaten: U* jeder durch denselben 
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gehenden Ebene die Gleichung: 

JShkUjtUk = (4r = 0,l,2,3) 

statt, wahrend die Coordinaten : U jeder Tangentialebene der Kugel mit dem 
Radius: R durch die Gleichungen: 

hkiU.-Ut) = R (* =0,1,2,3) 

gegeben sind. Hiernach wird: 

JShkUkUjt = R (*=o,i2,3) 

die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten, welche nun mit Hülfe der Re- 
lation (S).) auf die erforderliche homogene Form zu bringen ist: 

2:h,Ku,u^U,Uu = R\2:U,U,cos{(p,(p,), 

in welcher sämmtliche Summationen auf die Werthe: t^iSr = 0, 1,2, 3 zu er- 
strecken sind. 



§. 2. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln finden ihre An- 
wendung bei den Ausführungen, welche im §.15 Ihres Lehrbuchs enthalten 
sind. Wird der Kärze halber die aus den sechszehn Abständen von vier 
Ebenen (I, II, III, IV) und vier Funkten (5,6,7,8) gebildete Determinante mit: 

I, II, m, IV 

5, 6, 7, 8 

bezeichnet, und setzt man in der oben im §. 1 aufgestellten Formel (31.) suc- 
cessive die Punkte: 6, 7, 8 an Stelle des Punktes: 5, so wie die Ebenen: 
VI, VII, VIII an Stelle der Ebene: V, so erhält man sechszehn Formeln, aus 
denen unmittelbar die folgende Determinanten -Gleichung resultirt: 



(a.) 



V, VI, VII, VIII 
1, 2, 3, 4 



I, II, III, IV 
1, 2, 3, 4 



V, VI, VU VIII 

5, 6, 7, 8 



I, II, III, IV 

5, 6, 7, 8 

worin übrigens: 

I, II, III, IV 
1, 2, 3, 4 

ist, weil die Puniite 1, 2, 3, 4 die vier Durchschnittspunkte der Ebenen 
I, II, III, IV sind. Nimmt man überdies die Punkte 5, 6, 7, 8 als die vier 
Durcbschnittspunlite der Ebenen V, VI, VII, VIII, so kommt: 



= (I1).(II2).(III3).(IV4) 



I, II, III, IV 

5,6, 7, 8 



V, VI, VII, VIII 
1, 2, 3, 4 



= (I1)(II2)(III3)(IV4).(V5)(VI6XVII7)(VIII8). 
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Wenn man aber die Ebenen Y, VI, YU als rechtwinklige Coordinatenebenen 
annimmt und die Ebene YIII ins Unendliche rQcken lässt, so erhält man aus (a.) 



I, II, III, IV 



_ (5678) 



(*•) 5, 6,' 7,' 8 = -^jüif •(I1)(II2)(IU3)(IY4), 

wo (1234) und (5678) resp. die Inhalte der aus den eingeklammerten Punkten 
gebildeten Tetraeder bedeuten. Da nun im §. 1 die Quotienten : 

(15) (115) (III 5) (IV 5) 

(li) ' (112)' (III 3) ' (1V4) 

als die homogenen auf das Fundamental- Tetraeder (1234) bezogenen Coor- 
dinaten des Punktes: 5 bezeichnet worden sind, so besagt die Gleichung (6.)? 
dass die aus den sechszehn homogenen Coordinaten der vier Punkte: 5, 6, 7, 8 

gebildete Determinante dem Quotienten: 

(5678) 
(1234) 

gleich ist«, oder also, dass jene Determinante das Verhältniss des Tetraeder- 
Inhalts: (5678) zu dem Inhalte des Fundamental -Tetraeders: (1234) darstellt. 

Wie in der Formel (6.) der Inhalt eines Tetraeders (5678) durch die 
Abstände der vier Eckpunkte von vier festen Ebenen : I, II, III, IV ausgedrOckt 
erscheint, so lässt sich derselbe auch durch die Abstände der vier Seiten- 
flächen von vier festen Punkten d. h., also auch durch deren Ebenen -Coor- 
dinaten einfach ausdrücken. 

Die Formel (31.) des §. 1 lässt sich mit Hülfe der Relation (133.) auf 
folgende Gestalt bringen: 

^((V 1 )-( Y 5))+ ^{(Y 2)-( V 5))+ g|{g(( V 3H Y 5)>g^( Y4)-( V5)) =0. 

Wenn man daher der Horizontalreihe: 

(V1)-(V5), (V2)-(V5), (V3)-(V5), '(V4)-(V5) 
drei fernere anfügt, in welchen resp. drei neue Ebenen: VI, VII, VIII an 
Stelle der Ebene: V getreten sind, so erhält man vier Reihen von je vier 
Elementen, deren Determinante identisch verschwindet. Lässt man den Punkt: 
5 mit dem Durchschnittspunkte der Ebenen: VI, VII, VIII zusammenfallen, 
so besteht hiernach die Gleichung: 

D = (V5).D„ 
in welcher D die Determinante: 

V, VI, Vn, VHI 

1, 2, 3, 4 

21 
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und D| diejenige Determinante bedeutet, welche aus: D entsteht, wenn man 
darin die erste Horizontalreihe: 

(VI), (V2), (V3), (V4) 
durch die Reihe: 

1111 

ersetzt. Wenn nun Dj, D3, D^ ganz analog definirt und die drei Qbrigen 
Eckpunkte des aus den Ebenen V, VI, VII, VIII gebildeten Tetraeders durch 
die Ziffern: 6, 7, 8 bezeichnet werden, so gelten die vier Relationen: 

Z) = (V5).Z), = (VI6)./)2 = (VII7).Z)3 = (VIII8).D4, 

und da vermöge der Gleichung (6.): 

(5678). D = (1234).(V5)(VI6)(Vn7)(VIII8) 
ist, so resultirt schliesslich die Formel: 

(c.) (5678) = (1234).-^-^^, 

in welcher die Determinanten- Ausdrücke: D, Di, 1)29 -D3, D^ nur die sechs- 
zehn Abstände der Ebenen: V, VI, VII, VIII von den Punkten: 1, 2, 3, 4 
enthalten. 

Die Determinanten -Ausdrucke* D lassen sich auf eine äbersichtlichere 
Form bringen, wenn man von einer Ecke des Fundamental -Tetraeders, z.B. 
vom Punkte (4.) ausgebend, die drei anliegenden Kanten: 

(14) = a:, (24)=y, (34) = « 

und die Abstände von den Ebenen V, VI, VII, VIII: 

(V4)=p„ (VI4)=p2, (VII4)=;;3, (VIII4) =;;, 

setzt. Alsdann gelten nämlich die Gleichungen: 

(Vl)-(V4) = a:cos(p,a:), (V2)~(V4) = ycos(p,j(), (V3)^(V4) = «cos(;i,ä), 

so wie die analogen Gleichungen für die Ebenen: VI, VII, VIII. Hiernach 
wird : 

cos(/?iy). 



D 



xyz 



cos (pio:), 
cos(p2a?), 
cos(p3a;), 



cos(pia), pi 

cos(/?2y), cos(p2ä), P2 

cos(p3y), cos(p3ä)9 Pz 

cos(j[?4y), cos(/?4a)9 P4 

SR 



und wenn die Determinante rechts gleich R und: -^ = Rj^ gesetzt wird, so 
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nimmt die Gleichung (c.) folgende Form an: 

/.'^ ^^fi7ft^ 0234) R' 

(C.) (5b7b) = (i4)(24)C34)'fi,fi,Ä.fi,' 

äbereinstimmend mit dem pag. 185 Ihres Lehrbuchs entwickelten Resultat. 
Hierbei ist zu bemerken, dass die Determinanten -Ausdrücke (72) eine ein- 
fache geometrische Bedeutung haben, indem nach pag. 189 Ihres Buches: 

Ri = sin (xyz) . sin (5') , /is = sin {xyz) . sin (6') , A3 = sin (xys) . sin (7') , 

A4 = sin (a:y«) . sin (8'), 

R = sin(a;ya).(piSin(5')+/?2sin(6')+/i3Sin(7')4-p4Sin(8')) 

wird, wenn man unter: 5', 6', 7', 8', die zu den vier Tetraeder- Ecken: 
5, 6, 7, 8 polaren Ecken versteht. Die Formel {c\) verwandelt sich hiernach 
in folgende: 

(567 8).sin(50.sin (6').sin(7').sin(8') = i{p, sin (5')+p2 sin(6')+/i3 sin(7')+p^ sin (S'))\ 

und ISsst sich in dieser Gestalt unmittelbar verificiren, wenn man berücksichtigt, 
dass jeder der hier vorkommenden sinus der polaren Ecken gleich ist dem 
neunfachen Quadrat des Tetraeder -Inhalts dividirt durch das doppelte Product 
der drei an der entsprechenden Tetraeder- Ecke liegenden Seitenflächen. 



§. 3. 
Die im §. 1 entwickelten Gleichungen (^, ®, @^, !D) lassen sich als 
Determinanten- Formeln auffassen und als solche verallgemeinem. Um diese 
allgemeineren Formeln elegant darstellen zu können, führe ich die folgenden 
dem Zwecke entsprechend gewählten Bezeichnungen ein: 

"ögT""'^«' "ö^-^«' "ä^-"^*^' 

Die Indices: g, h, i, k nehmen überall die Werthe: 0, 1, 2, ...» an, aber 
die in Beziehung auf den Index: r auszuführenden Summationen können auf 
irgend welche derselben in+t) Werihe beschränkt werden. Hiernach be- 
stehen die Gleichungen: 



% i 
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und die analogen für die mit lateinischen und deutschen Buchstaben bezeichneten 
Grössen. Ferner sind: J^g^ und D^^ Determinanten, welche resp. aus den 
Determinanten J und D entstehen, wenn man die Horizontalreihen: 

§A09 »*19 ^«9 ... bkn 

^gO^ ^^M ^g^^ • • • "^gn 

mit einander vertauscht. Endlich ist zu bemerken, dass, wenn man dem 
Summationsbuchstaben : r die sämmtUchen Werthe von Null bis n beilegt, die 
Grössen 6^^ die Unterdeterminanten eines Systems werden, welches aus der Zu- 
sammensetzung des Systems {§nt) mit sich selber entspringt. Denn das adjungirte 
System (/^) eines aus den Systemen (a^) und (ift^it) zusammengesetzten Systems 
{ca) entsteht selbst durch Zusammensetzung zweier Systeme (a^) und (ßik)^ 
welche resp. zu (ont) und (fr^) adjungirt sind. Wird nämlich: 

gesetzt, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der die adjungirten Elemente : 
(/•ft) bestimmenden Formel: 

-2^CÄ<y« = ^Äf|a5i|.|6oA|. 

Hit Hfilfe der eingeführten Bezeichnungen lässt sich die der Fundamental- 
Formel (31.) entsprechende allgemeinere Gleichung in folgender einfacher Weise 
darstellen : 

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich unmittelbar, wenn man die Werthe 
von: J^g^ und D^p auf der linken Seite einsetzt. Denn man erh&lt auf diese 
Weise den Ausdruck: 

JSxg^Sti^kkDig oder also: J .2di,,Xgj,Dig, 

welcher vermöge der Bedeutung von: J^^ sich auf: 

J.IlXgiD^, 
d. h. also auf: JD reducirt. Genau auf dieselbe Weise wird die Formel: 

durch Substitution des Werthes von: J^^ verificirt. Diese Formel geht aber 
für: A = 0, wenn a:^ = l nnd luv jeden Werth von: k auch: liio = l gesetzt 
wird, in die Gleichung: 

Ober, welche der obigen Formel (9.) entspricht. 
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Die der Relation (&) analog^e allgemeinere Gleichung: 

ist, wie die beiden vorhergehenden Formeln, durch blosse Substitution des 
Werthes von: D^p zu verificiren. Die auf: r bezfiglichen Summationen sind 
hierbei auf dieselben Werthe zu erstrecken, wie in den Summen, durch 
welche: 0, S, @ definirt wurden. Lässt man nun die in: SD^^ enthaltenen n 
Horizontalreihen der Grössen: }c mit den n Horizontalreihen der Grössen: § 
zusammenfallen, welche nach Ausschluss der Reihe: ^«), Sn^ . . . St^ verbleiben, 
so geht: ^rg über in J^ und also die Formel (C.) in: 

LSsst man ferner die Grössen: ^ mit den Grössen: x zusammenfallen, so ver- 
wandelt sich die Gleichung (C.) in: 



g *^ "rt'^rg 



r 



n 



Multiplicirt man diese Gleichung mit: J und setzt auf der linken Seite der- 
selben fflr die auf: r bezügliche Summe denWerth ein, welcher sich aus der 
vorhergehenden Gleichung ergiebt, so resultirt schliesslich die Formel: 

(D.) seiDfDf = J^Sl, 

welche der obigen Formel (3).) vollkommen entspricht. 

§. 4. 
Um die Analogie der im §.3 entwickelten vier Formeln mit denen 
des §.1 in Evidenz zu setzen, nehme ich sämmtliche Werthe von: ^^ x, ^, 
deren zweiter Index Null ist, der positiven Einheit gleich und betrachte die 
je n äbrigen Grössen: 1^ o:^ ^, welche einen und denselben vorderen Index 
haben, als je einen Punkt einer n fachen Mannigfaltigkeit definirend. Durch n 
solcher Funkte ist eine ebene (i»—l) fache Mannigfaltigkeit bestimmt; so durch 
die Punkte: 

(5*19 ^W9 ••• ^t«) (* = (J,1,...»-1, <+!,... I.) 

eine (»—1) fache Mannigfaltigkeit von Punkten (a:i,rc2, ... xj, welche durch 

die Gleichung: 

2x„Jf^ = (*=ü,i,...») 

gegeben ist und mit: (pi bezeichnet werden soll. Ebenso wird durch die Punkte: 

\ Xfi , Xf2 9 • • • ^rn) (r = 1, 2, , , . n) 
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eine Mannigfaltigkeit f nnd durch die Punkte: 

eine Mannigfaltigkeit f bestimmt. Wird ferner, um die geometrische Analogie 
festzuhalten, für irgend zwei durch die Gleichungen: 

-2*c^a?^ = Cy, ^0^ = 1 (r=i,2,...«) 

^CyXr = Ct)^ 2Cr =^\ (r=:I,2, .. .») 

definirte (n—l) fache ebene Mannigfaltigkeiten / und /' die Bezeichnung: 

2: Cr Cr = cos (/"/') 
eingeführt, so ist für t, i = 0, 1, . . . n: 

e^d^.cos{(p,(p,) = d^, So®o.cos(f/) = 2:DH)3),o, 

S,,dj^.cos{f(p,) ==2:JrkD^i, ®uö**.cos(fyO = 2:^rtSDM), 

wo überall die Summationen auf: r = 1, 2, . . . i» zu erstrecken sind. Wenn 
nun endlich: 

genommen wird, so können die (n+i) Grössen Uq^ als homogene Coordinaten 
eines Punktes (a^cu , a^tß , . . . a^iO aufgefasst werden — die (n+i) Punkte (|) als 
fest betrachtet — und ebenso die Grössen U als homogene Coordinaten der 
(n—l) fachen Mannigfaltigkeit f. Bei Einführung dieser Coordinaten u und U 
gehen die vier mit {A, B, C, D) bezeichneten Gleichungen des vorigen Para- 
graphen in folgende über: 

^ S — /tQ ^ ^ *^ — *' 

*=t) Ukk ^^0 k=i) 

welche mit den Formeln (31, $, S, ÜD) des §. 1 identisch werden, wenn man 
11 = 3 nimmt und die Grössen §, x^ }c als rechtwinklige Raumcoordinaten auf- 
fasst. — Führt man den Grössen f^j*, ^j* analog die Grössen Uijt'i Uu, ein, so 
lässt sich durch dieselben — den Formeln des §. 2 entsprechend — das 
Verhältniss der Determinanten D und J ausdrücken, indem: 

wird, wenn man für t, & = 0, 1, ... n: 

TT\—V V ^** ^^ — V 
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setzt. Die erste jener beiden Formeln ergiebt sich unmittelbar aus der Be- 
deutung der Grössen u^ während die zweite aus den Gleichungen: 

^ Ugk Vhk ^ D ^ . 

herzuleiten ist; denn es folgt hieraus, dass für ^ = 0, 1, ... n die (i»+l) 
Determinanten : 

a 

gleich Null werden, dass also nach den eingeführten Bezeichnungen fOr 
^ = 0, 1, ... »die Gleichungen: 

Y _ Ddgg 

m e 

Stattfinden, aus denen mit Beräcksichtigung des Werthes der Determinante V 
nämlich : 

\ TT \ " ^00 ^11 •••^n» 

der oben angegebene Ausdruck von: — resultirt. 

üeber die aus den Coordinaten von (n+1) Punkten gebildeten De- 
terminanten ist noch eine Bemerkung hinzuzufügen. Für die zu den Punkten 
{S) gehörige Determinante J und deren Unterdeterminanten gelten vermöge 
der Gleichungen liHi=l die Relationen: 

2! Jhk = <^oÄ '^ (Ä, * = 0, 1, . . . I.). 

k 

Setzt man daher: 

wo links Xo = 1 zu nehmen ist, so hat man die beiden Gleichungen : 

von denen die erstere zeigt, dass für jeden Punkt {x) wenigstens eine der 
Functionen negativ ist, während aus der letzteren hervorgeht, dass für 
unendlich entfernte Punkte {x) nicht sämmtliche Functionen 4> negativ sein 
können. Die Gesammtheit der Functionen 4> scheidet also, den (2"~^^— 1) zu- 
lässigen Zeichencombinationen entsprechend, eine gleiche Anzahl Gebiete aus 
der ganzen »fachen Mannigfaltigkeit aus, von denen nur eines keine unendlich 
entfernten Punkte enthält. Dieses eine Gebiet ist dadurch charakterisirt, dass 
für alle darin liegenden Punkte {x) die Werthe der sämmtlichen (n + 1) 
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Functionen ^ negativ sind, und das über eben dasselbe endliche Gebiet er- 
streckte Integral: 

ifc,.*„.,.rfx.. 



ß 



mulliplicirt mit dem Product: 1.2...fi ist gleich J, d. h. also gleich der aus 
den Coordinaten der (n+l) Punkte (^) gebildeten Determinante |laU welche 
deshalb fäglich als ^Inhaltsdeterminante^ bezeichnet werden kann. 

IV. 

Sowohl die Sätze über Producte von Dreiecksflächen und Tetraeder- 
volumen als die polygonometrischen Relationen, welche in den §§. 16 und 17 
Ihres Lehrbuchs aufgestellt sind, lassen sich grossentheils aus gemeinschaft- 
licher Quelle systematisch herleiten, wenn man zuvörderst allgemeine Deter- 
minanten n^^ Ordnung behandelt und erst nachher zu denjenigen speciellen 
Determinanten Qbergeht, welche die Flache des Dreiecks und das Volumen 
des Tetraeders ausdrücken. 

Es seien ar^, f/* für / = 0, 1,2, ...» und Ä=l,2, ...» je »(»+1) 
Grössen, welche den Bedingungen : 

k k 

genügen. Ferner seien die Grössen sj^ und c/,i durch die Gleichungen: 

k k 

bestimmt, wobei — wie stets im Folgenden — die Indices /, m die Werlhe 
0, 1, 2, ... » und die Indices t^ k nur die Werthe 1, 2, ... » annehmen 
sollen. Wenn nun die Determinante: 



u. 



1, 
1, 



1 



1 1 



1 



o2 

•in 


8 12^ 


. • *li» 


*2n 


*22 9 




*:., 


*ii2 9 


• • •ni» 



mit: D(u) bezeichnet wird, so lässt sich die durch Multiplication der aus den 
je »^ Grössen (a?.*— Icwt) und {hk—^nk) gebildeten Determinanten entstehende 
Gleichung : 
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auf die Form bringen: *" 

wo zur Abliflrzung : r'^ + ff^—stn)=p gesetzt ist. Denn wenn man in der De- 
terminante auf der rechten Seite die erste Vertikalreihe mit p multiplicirt und 
von jeder folgenden subtrahirt, so werden sämmtliche Glieder der ersten 
Horizontalreihe mit Ausnahme des ersten gleich Null, irgend eines der inneren 
Glieder aber verwandelt sich in: 

4-r^ — ()^+«2ü, also in: — 2«^«ütCrt. 
Da nun, wenn man kurzweg Z> far: D{0) setzt: 

D{u) = u.\sl\+D 
wird, so resultirt die Hauptformel: 

Setzt man r = Q und Xok = Si)k = für alle Indices k, ferner: Xig=x'ig^ ^ig^^ig 
fflr alle Indices i und far ^ = 1, 2, . . . (n -1), endlich aber: 

^in = r+ — , |,. = r-f— , 

so behalten die durch die Gleichungen: 

2:a:J+2a,+ -J = 0, 2:|?„ + 2a,+ -^ = 
g • r ^ * r 

definirten Grössen a und a auch für ein unendlich grosses r noch endliche 
Werthe, die Differenzen: (a?<« — 1^,) verschwinden also für diesen Fall, und es 
wird demnach: 

^ e « 

Andrerseits redüciren sich für r = (x> die durch r dividirten Glieder der letzten 
Yertikalreihen in den Determinanten \xik\^ |li*| sämmtlich aufJEtn«, und es ist 
also — wenn der Gleichförmigkeit wegen oj^. = ^^^ == 1 gesetzt wird — für 
r = oo: 

Die Hauptformel (2.) geht somit in folgende über: 

(3.) -(-2r>;,|.|^;,| = D, 

deren Gültigkeit einzig und allein an die Bedingungen: 

x'i^ = S'in = 1^ sli = 2! C^i^— ^^)^ 
geknüpft ist. 

22* 
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Bei den vorstehenden Entwickelungen wurde aus der mit (2.) bezeichneten 
Formel die Gleichung (3.) als eine speziellere hergeleitet; aber man kann 
auch diese letztere Gleichung direct verificiren und alsdann durch Spezialisirung 
derselben zu der ersteren gelangen, so dass beide Formeln den gleichen Grad 
von Allgemeinheit haben. Um zuvörderst die Uebereiustimmung der linken 
Seite der Gleichung (3.) mit der Determinante D in Evidenz zu setzen, hat 
man nur die zweite Horizontalreihe derselben von jeder der folgenden zu 
subtrahiren und alsdann auch die zweite Vertikalreihe von jeder folgenden 
Vertikalreihe abzuziehen. Um ferner aus der Gleichung (3.) die Formel (2.) 
abzuleiten, hat man (n+1) statt n und: 

für f, Ä= 1, 2, . . . « zu setzen. Hierdurch verwandelt sich die Formel (3.) 
in folgende: 





0, 


1, . . 


. 1, 


1 




1, 


*ii. 


*U9 


r* 


— (-2)"|a;rt— lüt • la— a\jt = 


• 
• 
• 










1, 




o2 


r" 




1, 


q\ • • 


. 9\ 


*(!) 



und die Determinante auf der rechten Seite erhält dieselbe Form wie in der 
Gleichung (2.), nämlich: 

wenn man von der ersten Horizontalreihe die durch: (/i^ dividirte letzte Hori- 
zontalreihe abzieht und alsdann die mit (q'^—sIo) multiplicirte erste Vertikal- 
reihe der letzten hinzufügt. 

Führt man die Bedingung ein, dass die aus den Grössen x und S 
zusammengesetzten Ausdrücke: s^ ihrem Werthe nach mit denjenigen über- 
einstimmen, welche aus den Grössen x und ^' gebildet sind, so kann man 
in der Gleichung (2*.) für: D den Werth substituiren , welcher sich aus der 
Gleichung (3.) ergiebt. Aber man kann diese beiden Gleichungen auch nach 
vorheriger Spezialisation der ersteren mit einander combiniren. Werden nämlich 
Xu und |/„ für sämmtliche (n+i) Werthe des Index / gleich Eins angenommen, 
so verschwinden die beiden Determinanten auf der linken Seite der Gleichung 
(2*.), und es resultirt die speziellere Relation: 




Kronecker y Bemerkungen asur Determinanten -Theorie. 173 

(4.) {r'+Q'^s'}^)D + \sl\ = 0. 

Die hierin enthaltenen Grössen x^g^ ^.^ (i = 1, 2, ... n; gr = 1, 2, . . ., «— 1) 
sind ganz beliebig; aus diesen sind die Grössen % mittels der Gleichungen: 

s 
zu bestimmen, die Grössen a^,^, ^oor aber durch die Bedingung, dass sowohl 
der Werth von Z{Xig—x^ygf als der von -2^(1^— S)^)^ für die verschiedenen 

Indices i unverändert bleiben soll; diese Werthe sind resp. durch r^ und (>* 
und endlich der Werlh von 2^(a^,a— loa? durch %^^ zu bezeichnen. Nimmt 

man nun zu den je «(«—1) Grössen 0?^^, |^ noch je n Grössen 0?^«, |<^ hinzu, 
deren Werth gleich Eins ist, so kann man in der Gleichung (4.) die Grösse 
D durch denjenigen Ausdruck ersetzen, welcher die linke Seite der Glei- 
chung (3.) bildet, und man erhält alsdann die Formel: 

(5.) (-2r\rH(>^-4)>^|.|l^| = VW 

Lässt man die Grössen x und | mit einander zusammenfallen, so gelten die 
spezielleren aus (3.) und (4.) hervorgehenden Formeln: 

(6.) (-2r'|a:^p = -Z), |4| = -2r^Z). 

Wenn endlich in den Gleichungen (3.) und (5.) fflr sämmtliche Werthe von 
f die Grössen x^^^^i und l^,«.! gleich Null gesetzt werden, so erhält man die 
beiden Relationen: 

(7.) Z) = 0, 141 = 0, 

in denen die Elemente (^^i) der beiden Determinanten durch die Gleichungen: 

definirt sind. Dabei sind die Grössen Xhf und ^^f in der ersteren Relation 
ganz beliebig, während die letztere nur dann gilt, wenn sich Grössen x^^ und 
^yf bestimmen lassen, für welche die beiden Ausdrücke: 

constante, d. h. vom Index i unabhängige Werthe annehmen. 

Die sämmtlichen hier entwickelten Relationen können geometrisch inter- 
pretirt werden, wenn man die drei ersten Grössen x und S jeder Horizontal- 
reihe, d. h. also a:/i, a?p, xt^ und §u^ ^ß, ^73 für alle Werthe von / als irgend 
welche Raumcoordinaten auffasst und die übrigen Grössen x und § gleich Null 
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setzt. Ich werde mich aber darauf beschränken, die ersten drei Grössen x 
und S jeder Horizontalreihe als rechtwinklige Coordinaten zu betrachten. Als- 
dann repräsentiren die Grössen xu^ x^^ x^ und |/i, ^^, ^^ für / = 0, 1,2, ... » 
zwei Gruppen von je («+!) Punkten im Räume: (xi) und f^/), und die Grössen 
su bedeuten die Strecken, welche je einen Punkt (x) mit je einem Punkte (|) 
verbinden, während die Grössen c^ die Cosinus der Winkel sind, welche die 
Strecken Sm und s^k mit einander bilden. Die je n Punkte (Xi) und (^J liegen 
auf Kugel Oberflächen, deren Mittelpunkte resp. die Punkte (a^o) ^^^ (io) und 
deren Radien beziehungsweise r und if sind; die Entfernung der beiden Mittel- 
punkte ist mit S(jü bezeichnet. Wenn nun n I> 3 angenommen wird, so ver- 
schwindet — vermöge der Festsetzung: Xrt = 1/4 = — die linke Seite der 
Gleichung (1.), und man erhält also ffir die Grössen c^^ d.h. für die Cosinus 
der n^ durch zwei Gruppen von je n Richtungen bestimmten Winkel die 

Relation : 

\ca\ = 0. 

Wird aber ii = 3 angenommen, so enthält die Gleichung (1.) eine Darstellung 
des Products der beiden Tetraeder- Volumen: (lu? ^19 ^9 ^3)9 (^9^19^29^3) 
durch die je drei an den Ecken (^u) und (xo) anliegenden Kanten und durch 
die Cosinus der neun von diesen je drei Kanten mit einander gebildeten 
Winkel. Ebendasselbe Product der Rauminhalte jener beiden speziellen 
Tetraeder wird mittels der Formel (2*.) durch die Quadrate der Strecken 
dargestellt, welche die je vier Eckpunkte des einen mit denen des andern 
verbinden, da die Grössen r, g, «u) resp. die Strecken (x^Xt))^ (^»^0)9 (^^0) 
bedeuten. Ferner aber liefert, wenn n = 4 gesetzt wird, die Gleichung (3.) 
das Product zweier beliebiger Tetraeder-Volumen durch die sechszehn Ent- 
fernungen ihrer beiderseitigen Eckpunkte ausgedrückt, und die Gleichung (5.) 
giebt eine Darstellung desselben Products durch eben diese sechszehn Ent- 
fernungen unter Hinzunahme der Grösse: r^+p^ — *?m), welche die Radien r 
und (f der den beiden Tetraedern umschriebenen Kugeln und die Entfernung 
s^J^i ihrer beiden Mittelpunkte enthält. Eben diese Grösse: r' + p^ — «So findet 
sich in der Gleichung (4.j in Form eines Quotienten zweier Determinanten 
dargestellt, deren Elemente die Quadrate der die beiderseitigen Tetraeder- 
Ecken verbindenden Strecken sind. Endlich können fQr n = 4 auch noch die 
beiden spezielleren Formeln (6.) geometrisch interpretirt werden, und zwar so, 
dass in der ersteren das Volumen eines beliebigen Tetraeders, in der letzteren 
aber der Radius der demselben umschriebenen Kugel durch die sechs Kanten 
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ausgedrfickt erscheint. — Fflr die räamlich geometrische Deutung der mit (7.) 
bezeichneten Formeln ist n>>4 zu nehmen. Die erstere von beiden ist dann 
als eine Relation aufzufassen, welche zwischen den n^ Entfernungen zweier 
Gruppen von je n beliebigen Punkten besteht, und welche die Camotsche 
RelatioD für fflnf Punkte im Raum als speziellen Fall enthält, die letztere der 
beiden Formeln aber liefert eine Gleichung zwischen denselben n^ Entfernungen 
unter der besonderen Voraussetzung, dass die n Punkte jeder Gruppe auf einer 
Kugeloberfläche liegen. 

Berlin, im November 1869. 
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Algebraische Untersuchungen aus der Theorie 

der elliptischen Functionen. 

(Von Herrn Koenigsberger in Heidelberg.) 



xVusser den Modulargleichungen liefert die Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen noch eine Reihe anderer Gleichungen, welche für zahlen- 
theoretische und algebraische Untersuchungen von derselben Wichtigkeit, und 
deren genaue Kenntniss vor allen Dingen zur Bestimmung der Integralmoduln 
der complexen Multiplication erforderlich ist; es sind dies die Gleichungen 
für das Product des transformirten Moduls in dessen complementären und die 
für die Multiplicatoren der Transformation. Für beide Gattungen von Glei- 
chungen hat Herr Joubert zwei Eigenschaften, die sich auf die Vertauschung des 
Integralmoduls beziehen, mitgetheilt, sowie die Formen für den Fall der Trans- 
formation dritten, fünften und siebenten Grades aufgestellt und Herr Hermite die- 
jenigen für die Transformation dritten Grades zur Auflösung der Gleichungen 
vierten Grades mit Hülfe der elliptischen Functionen benutzt *). Ich beabsichtige 
im Nachfolgenden die allgemeine Theorie dieser Gleichungen zu entwickeln, 
so wie ich es für die Modulargleichungen in meiner Arbeit über die Trans- 
formation der elliptischen Functionen gethan **) und will zu dem Zwecke im 
ersten Paragraphen kurz die dort gebrauchten Bezeichnungen sowie einen 
Theil der erhaltenen Resultate zusammenstellen, die ich den folgenden Unter- 
suchungen zu Grunde lege. 



*) Joubert, sur diverses ^quations analogues aux ^qiiations roodulaires dans la 
th^orie des fonctions elliptiqaes, comptes rendas 47. 

Hermite, sur la r^solation de T^quation du quatri^me degr^. 

Hermite, sur quelques th^or^mes d'alg^bre et la r^solution de l'^quation du qua- 
trifeme degr^. 

**) Die Transformation, die Multiplication und die Modulargleichungen der el- 
liptischen Functionen {Teubner 1868); ich werde in der vorliegenden Arbeit die ge- 
nannte Schrift kurz mit ^/fransf.'^ bezeichnen. 
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Erster AbsehnlU. 

§. 1. 

ZaBammensteliung der Transformationsformeln für einen unpaaren 

Transformationsgrad. 

Die für die ratioHale Lösung der Differentialgleichung 

,M X dx a,dy 

nothwendigen Bedingungen zwischen den Perioden 



(2.) 

iC = b,,aK+b,aiK', 



welche für die Moduln der zugehörigen ^-Functionen in die folgenden über- 
gehen 

(3.) T = -^4^. oder t'^-^^^:::^, 

sind auch, wenn 

(4.) OüÄi — öiÄo = n 

eine positive ganze Zahl ist, die hinreichenden; n wird der Grad der Trans- 
formation und eine zu n = 1 gehörige Transformation eine lineare genannt. 

Sei nun ein bestimmtes System von Transformationszahlen gegeben, 
welches zum Grade n gehört, so sollen alle diejenigen Systeme, welche durch 
Anwendung sämmtlicher linearen Transformationen aus diesem entstehen, mit 
dem ersten zu einer Klasse gehören; die Anzahl der in einer Klasse liegen- 
den Zahlensysteme ist dann unendlich gross, die Anzahl der Klassen eine 
endliche, und als Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen sollen für un- 
gradzahlige n die nach dem Schema 



gebildeten Zahlensysteme 



ö.) 


«1 


6« 


b. 


t 





161 


t' 



eintreten, deren es in jeder Klasse nur eins giebt, wenn t einen jeden po- 
sitiven Theiler von n vorstellt, t' = — ist, und ^ der Reihe nach die Werlhe 
0, 1, 2, . . . t'—l beigelegt werden, so dass die Repräsentanten der nicht 
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äquivalenten Klassen fQr einen Primzahlgrad der Transformation darch die 
Schemata dargestellt werden: 



1 


1 


1 




n 


16.1 n 


16.2 n 





1 

16(11-1) n 



n 
1 



Fär die Lösung des allgemeinen Transformationsproblems ist es daher nur 
nöthig, diejenigen Transformationen zu entwickeln, deren Transformationszahlen 
durch die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen bestimmt sind, indem 
jede andere zu demselben Grade gehörige durch eine lineare Transformation 
aus einem dieser Repräsentanten hergeleitet werden kann. 

Ich stelle nunmehr die linearen Transformationsformeln zusammen, 
deren es je nach den Resten, welche die Transformationszahlen nach dem 
Modul 2 lassen, sechs wesentlich von einander verschiedene giebt, indem ich 
mich der von Herrn Hermite gebrauchten Bezeichnungen bediene. 

Setzt man nämlich: 

(5.) y(T)=fc=|/2.5ri.ü±^^XJ±£2||^ 

(6.) v;(T) = yc.= Mgr|^g^= l{Uq'XUq*)...\ |(l-j)(l-^)...|% 

SO ergeben sich die nachfolgenden Formeln: 

(7.) I. ab = l, o. = 0, 6„ = 0, 6,= 1 (mod.2) 






y = e 

]/l-Äy = ]/l-cV, 
^k = e * ]/c, ]/*! = e * ]/ci . 



•;ifr,<i| 



IL a„ = 0, a,= l, 6o=l, 6i = (mod.2) 



y = e 



'■j- («.+*.-») X 



]/r^' ' 



n-y' = 



yl— « 



i ' 



i/i-*y = -H? 



}/l - c'x' 



,^1 5 ' 



— i/ro^Oi 



|/Ar = e * ]/ci, }^ki = e 






K^) = »'««-"•(i) 
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IIL Ou = 1, a, = 1, 6ü = 0, 6i = 1 (mod. 2) 



IV. 00 = 1, «1 = 1, 6ü=l, 6, = (mod. 2) 



—»71 



(oA+o.-l) ca? r: ö 1 






yi-cv ' ' " yi-cv ' 



V. 00=1, Oi = 0, 6o = l, 6x=l (mod. 2) 



— »/r 



VI. Ou = 0, o, = l, 6„=1, 6, = 1 (mod. 2) 



-j— K61— <».<>i-<'.-».+') c, a? .1 5 ^\ — c'x* 



23 
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Sei nun n eine beliebige ungerade Zahl, den Fall jedoch ausgeschlossen*), 
dass die vier Transformationszahlen einen gemeinsamen Theiler haben, so mag, 
wenn zwei Zahlen p und q so bestimmt worden, dass 

relativ prime Zahlen sind, 

(8.) CO = pb^—qK—{pai — qa^r, 

oder wenn n eine Primzahl ist, für die Repräsentanten der n ersten nicht 
äquivalenten Klassen 

fQr den der letzten Klasse co = l gesetzt werden; dann ergeben sich die nach- 
folgenden Transformationsformeln, in denen m eine beliebige zu n relativ 
prime Zahl bedeutet und 2Cu> = (D gesetzt ist : 



sn ' *' * ^ ' ^' * ^- ' 



(^) -•(—) "'C^—) 



'{^-'•'•"i^M'-'-M^hl'-'-M'^—t 



.1 % . — t 



(10.) ]/l-y^=]/l-a:^ 



l Ji) snc^l H ) *nc'(— ;r— • )l 

^ n y ){ \ n y) { \ 2 n/1 



5ltC 



(u.) |/i-*y=]/i-cV 



:,-»v»-(=^)||.-cv„-(i==)j... i.-.v«.("-=l.^)j ' 
j<-.-,w(g^)|ii-cvw(^)| ... {i-.v„,.(;ii.i^)j 



(12.) A = (,'o)-|«c(^)»e(i^)...«.<"-=l.==L)}', 



(U.) « : • (-1) 



mio\ /2mcj\ /n — 1 mrov 



/'-i (5nc( J^ncl — —)...snc[ 



/mm\ /2mw\ /n — 1 moN 



'^) Dio AuHitohliflHKung dieses Falles ist keioe Beschränkung der Allgemeinheit, 
ilii ilid HDlinndlutifiC dosHelhen mit Hülfe der obigen Ausdrücke und des Multiplicationn« 
lirohloniH unmittolbiir ermöglicht ist. 




Kaenigsberger, cUgebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 181 
Endlich sind, wenn 

« = ^1^2...^^ 
und 

gesetzt wird, die durch den Ausdruck: 

(15.) . = ^ «c(^) »c (i=L) , . . .„(OlIl!> ) = (4)^^) 

dargestellten Werthe die Lösungen einer irreductibeln Gleichung v^^ Grades 
(der Modulargleichung) von der Form 

(16.) rHt?''-V'(au+ai«^+a2tt'''+-'0+«''"'«'^(6o+6itt'+62tt'''+^ = 0, 

in welcher 

iiti+n(v— 1) E^ V (mod. 8) 

' ^^+^(^""^) — ^ (mod. 8) 



[My^i +nA ^ V (mod. 8) *), 

die höchste Potenz von u die v^^ ist und deren wesentlichste Eigenschaften 
darin bestehen, dass 

1) dieselbe unverändert bleibt, wenn « statt u und ( — ju statt « 
gesetzt wird, 

2) wenn — statt u gesetzt wird, jede der Lösungen der Modular- 
gleichung in einen Ausdruck von der Form 

1 

VT>^ — ? — J 
d. h. in den reciproken Werth einer andern Wurzel der Mo- 
dulargleichung übergeht, und 

3) wenn ti in tfj = ^c^ verwandelt wird, diese Lösungen in. 

/2\ rst—\&x\ 
\tM ? > 

d. h. bis auf das Zeichen in die v^-Function fär einen andern Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen übergeführt werden**). 



*) Zur Ergäozung dieser ExponeHtenbestimmung verweise ich auf den Paragraphen 
der vorliegenden Arbeit, der von der Bildung der (F, l/)- Gleichung handelt. 

**) In Betreff der Bestimmung der s, «', x, sowie der Bedeutung dieser Sätze 
überhaupt niuss ich auf die oben genannte Schrift: „Transf..^ verweisen. 
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Zweiter Abschnitt. 

Die Theorie der Gleichungen zwischen ^kk^ und ]/cc,. 

§2. 

Werthbegtimmung der. X' Function für die lineare Transformation. 

Bekanntlich ist*) 
und daher einer der Werthe von |/cci durch den Ausdruck gegeben: 

4 

Wird nun dieser Werth von ^cci mit /(t) bezeichnet**), so dass 

(3.) ;t(r) = ^2.qi{{l-g){i+q')ii-q')i\ + q*) ...\' 
ist, so sieht man aus den Formeln (5.) und (6.) des § 1, dass 

(4.) xi-^) = ^jW-VW^ 
und es wird sich vor Allem darum handeln, für diese Function die linearen 
Transformationsansdrücke zu entwickeln. 
Nun ist aber, da 

9,(— -) = y,(T), v(-t) = ^W» 
wie unmittelbar zu sehen, 

in , V in 



(6.) ;e(-i)=;eW, 



*) 8. Jacobi, fundamenta. S. 89; Gl. 4. 

**) Ich will bemerken, dass Herr Hermitein der oben citirten Arbeit ,,8ur la r^solution 
de r^qnation du qnatri^me degr^'' mit x(j) die dritte Wurzel ans dem Produet (pM-^t) 
bezeicnnet hat, welche sich in Beziehung auf r als der vollständig bestimmte Ausaruck: 

ergiebt; es finden sich auch dort die Resultate der linearen Transformation für die 
«0 definirte ;|f- Function« 

*♦*) 8. Transf. §. 11. 
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und hieraus ergeben sich für die sechs Fälle der linearen Transformalion die 
folgenden Beziehungen *) : 

I. ö,) == 1, öl ^ 0, 6o ^0, bi^l (mod. 2) 

II. 00 = 0, ai = l, 6„ = 1, 6i = (mod. 2) 

in 
8 



in 



K^ar) = M^> 



2 \ '■?-(<»o''.— "i*i) 



III. Ou = l, a, = l, 6„ = 0, 6i = l (mod. 2) 

IV. «« = 1, Oi = l, 6»=1, 6i = (mod. 2) 



V. Oi = l, a, = 0, 6„ = 1, 6i = l (mod. 2) 



*) Ich will an der ersten dieser Formeln zeigen, wie dieselben auch aas den 
Formeln (7.) des §. 1 abgeleitet werden können. Da nämlich 



V(») = 9'(— j-)' 



80 wird man; wenn statt r die Grösse 



K - «0^ 



substituirt wird^ worin 

a, = 1, «1=0, 6o=0; 6i = l 
ist; nach (7.) II. des § 1 die folgende Beziehung erhalten 

Ferner ist nach (7.) I.: 
und daraus folgt: 

Zur unmittelbaren Herleitung der obigen Ausdrücke verweise ich auf meine Notiz in 
den mathematischen Annalen von Clebsch und Neumann: die linearen Transformationen 
der irermt(6Schen 9 -Function. 
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VI. a„ = 0, a, = 1, 60=1, *i = l (mod. 2) 






§.3. _ 

Vergleicbang der Grösse zC^ °°^ ^^^ TraDsformationsausd rücke yürÜTj ; wenn der 

Grad der Transformation eine Primzahl ist. 

Aus den Formeln (12.) und (13.) des §. 1 folgt durch Multiplication 

(1.) ^«, = „C.,-| ^(^),.(^)...,,^^.^) j, 

oder wenn m = 2 gesetzt wird, was erlaubt ist, da m jede zu n relativ prime 
Zahl bedeuten durfte, 



worin ycci die durch den Ausdruck x(j) vollständig bestimmte Function von 
7 darstellen soll. Wir wollen nun diesen Werth V mit dem durch die ein- 
deutige Function des transFormirten ^-Moduls gegebenen Werthe von ^kk^ 
vergleichen, wobei von vornherein (aus den für die transformirten ^-Functionen 
aufgestellten Ausdrücken) ersichtlich ist, dass ein Werthunterschied dieser beiden 
Ausdrücke nur in dem verschiedenen Vorzeichen statthaben kann. Bevor wir 
jedoch diese Vergleichung anstellen, ist eine wesentliche Bemerkung in Be- 
troiT der Wahl des u» hinzuzufügen. Während es nämlich für die Aufstellung 
der Trnnsformationsformeln gleichgültig war^ welchen der unendlich vielen 
NiOt{lichen Werihe des w man wählte, ist es hier, wenn auch der Werth von 
)k für alle u> derselbe bleibt, doch fraglich, ob sich nicht bei einer ver- 
Hohiedenen Wahl des w das Vorzeichen des V ändert. Nun war aber der 
iillgomeine Ausdruck von — in der Form enlhallen: 

f» H ^ ' ' n ' 

wenn die Zahlen 

pH — i6§q und q 

%\\ einander relHliv prim waren. Es folgt hieraus, wenn l eine der elliptischen 
Funellonen ch, dn, »hc bedeutet: 
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<^) = <4Cp+,.4C-^)=<,.4eI^), 
X(±L) = »(8Cp+,.8C-LlÄ) = ,(,.80-^). 

i(öiii!>)=i(a(»_i,Q,+,,2(,-i)ci^)=x(,.3(„-i)ci=ia), 

und daher 

= <,.4Cl=il«)l (,.8Ci^)...<,.2(»-l)Cl^). 

Da nun der Voraussetzung nach q zu n relativ prim ist, und daher die Multipla 
von q 

l.q, 2.q, 3.g, . . . -^ — q 

nach dem Modul n genommen, wenn man vom Zeichen absieht (was fflr die drei 
genannten elliptischen Functionen geschehen darf), die —^ verschiedenen Reste 

1, 2, 3, »-* 



• • • 



2 

lassen, so wird 

es bleibt somit der Werth des V unverändert, welchen der unendlich vielen 
Werthe für ca man auch wählen mag. 

Da sich nun /(r) aus dem Producte von (pir) und V/(t) zusammensetzt, 
so wird es, wie unmittelbar zu sehen, nur darauf ankommen, die beiden fol- 
genden Paare von Ausdrücken 

(3.) e = (p {tY . snc (-^)giic (-^) ' " ^g ( ^ ""^ ) »nd (p{T\ 
in Bezug auf ihr Zeichen mit einander zu vergleichen *). 



*) Ich betrachte f> und t), besonders, um die Vergleichang jener Ausdrücke an 
dem Producte der snc vorzunehmen, deren Durchführung Bowohi zur Aufstellung der 
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Untersuchen wir zuerst zur Yergleichung der AnsdrOcke (3.) die durch 

das Schema 

1 

16^ n 

dargestellten Repräsentanten, so ergiebt sich, wenn 

ü) = r— 16^ 

{n ist eine Primzahl) gesetzt wird, 

e = (firy.snc (r— -IG^wc (r— 16|) ... snc—^ ^(t— -16^, 

oder da 

n n ' 

^^6C(r-16|l ^ ^,2CCn-3XT-16|) 
n n 

U. S. W., 

(5.) r = 9 (t)\«ic -^ (r-16^ Äiic ^ (t-161) . . . «ic i^LllM (r-lÖl), 
während der diesen Repräsentanten entsprechende Werth von (p(j^\ wenn 



T = 



^-^6S V-..mV 



11 

gesetzt wird, durch die Gleichung 



, 9 =e 



TiiJ* 



(6.) y(T)-y2.e (i + ,o(H-9"Xi+9")- 
bestimmt wird. 

Da nun die Ausdrücke (5.) und (6.) vom Vorzeichen abgesehen, fflr 
jedes r identisch sein mflssen, so wird man nur nöthig haben, dieselben fflr 
ein specielles c mit einander zu vergleichen und aus dem Quotienten dieser 
beiden Ausdrflcke jenes Vorzeichen herzuleiten. Wählt man zu dem Ende c 
unendlich klein, so dass 

nC* 

lim q = lim e"^^* = lim e ^ = 0, 

yrifT— 161) 

lim q' = lim e^^'* = lim e - =0 



' Modulargleichungen, wie ich es in der früher erwähnten Arbeit gezeigt^ als auch an- 
derer in der Transformationstheorie vorkommenden Oleichungen noth wendig ist; in 

cn 
dem obigen Falle könnte man snc = -r— setzen und hätte sich dann nur mit dem Pro- 

dncte der cn zu beschäftigen. 
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ist, SO wird sich aus der bekannten Gleichung 

2Cx 2 * „ ^2flf^»co8 2a? + g** 

^^ = T y^cosa: n j t% 2—10 — riniT 

n yc '^ i.=i...» i + 2^^"-* cos 2a? + g*»^* 

fUr unsere Annahme die Beziehung 

,. 2Cx ,. 2 * 

iimmc = nm-T'VQCOsx 

n yc ^^ 

ergeben und hieraus, wenn der Reihe nach statt x die Grössen 

gesetzt, und die so entstehenden Ausdrucke mit einander multiplicirt werden, 
die Gleichung folgen 



4 

2"« 



iL / ■—' 



wenn 



lim cos n (^ ^J cos 2n (^ =- ) ... cos — ^ — ^ v ^/ "^^* 

bezeichnet wird. 

Da nun ferner (p{T) fQr die obige Annahme durch den Ausdruck 



7I«T 



\m<p{T) = aMime« 
gegeben ist, und ausserdem aus der Gleichung 



leicht folgt, dass 






»— i ^ »— I 



u- ' • "?2, ■ = ., 



so ergiebt sich: 



C/O 



2 



n nnri 



(7.) c = lim2*.e " .P, 

4 

Während der als eindeutige Function von t' definirte Werth von yk durch den 
Ausdruck bestimmt ist 

Tti (T— 161) 

(8.) (p{z') = lim2*.e *• . 

Zur Yergleichung der beiden Werthe o und (p(t') ist es nöthig, den Werth 
Ton P oder den Grenzwerth jenes Cosinusproductes zu ermitteln. 

24* 
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Nun ist aber 



-'•(^)'^.-''F^) 



also 



,. /^^-*6|>#_,. e ^ - f +e 
- hm cosm:7i\^-: T^ ""^ 5 

J^ Ige V 



2 2 2 2 

und es geht daher die Gleichung (7.) in 

(9.) r = lim2*6 ** e^'"^ e '^ • ^'^ * = lim2* e«* e • 

über, woraus, wenn man den Quotienten aus (8.) und (9.) bildet, sich die 
Gleichung ergiebt; 

Es ist somit ersichtlich, dass der durch die Gleichung (5.) dargestellte Werth 
von f)y wie er unmittelbar aus der Transformationstheorie hervorgegangen, 
ffir die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, welche durch das Schema 

1 

161 n 

dargestellt sind, denjenigen Werth von ^k liefert, welchen 9(t') hat, dass 
also fQr diesen Fall 

(10.) . = *(^) 

ist. Was nunmehr den durch das Schema 

n 

1 

gegebenen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, so werden 
ffir w=l*) die beiden mit einander zu vergleichenden Grössen durch die 



*) Es ist auch hier wie oben zu bemerken^ dass der allgemeine Werth von — : 



n ' n 



worin p und qn zu einander relativ prim sind; für t denselben Werth liefert, wie 
wenn für — der eine in dieser Form enthaltene Werth — gesetzt wird. 



n 
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Gleichungen bestimmt sein: 

^ = (ycYsnc — snc — '"Snc—^ — , 

^^ ^ n n n ' 



wonn 



q' = e"*^'* = 6*"^* 



zu setzen ist. 

Um wie vorher fOr unendlich kleine c den Werth des Quotienten 

zu finden, leitet man aus dem Ausdrucke 

,. 2Cx ,. 2 */ 
lim^c = lim^y^cosa:, 

indem man darin der Reihe nach fflr x die Werthe 

2n An (n— l)n 

~~" • ~"~" * • • • . 

n ^ n ^ n 

einsetzt, die folgende Gleichung ab: 

,. 4C SC 2(ii~l)C 

limmc — snc — •••«ic — ^ — 

n n n 

—1 ^ —1 



= hm ^^-^n — 'COS — cos — •••cos-^ ^— 

üzi n n n 

QVcy 

und erhält, da bekanntlich 

2n An (n—i)n /2\ 1 

COS COS •••COS-^ ^— = l — ) — TZT- 

n n n \n/ üzi 

2 2 

ist, ftlr den Ausdruck 

(11.) limc = (|-)2* lim 9% 

während sich fflr ^(t') der Werth ergiebt: 



nnr* 



(12.) liiny(TO = 2Mime » , 
woraus die Beziehung folgt: 

(13.) f> = (4)y(«^)- 
Da nun n eine Primzahl, so sind die durch die Schemata 



1 
16$ n 



n 
1 
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dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die allein existiren- 
den, und man siebt somit, dass sich fflr einen primzahligen Transformations- 
grad die durch den Ausdruck 

e = wirrsnc — snc — •••««c^ ^— 

' n n n 

gegebenen Werthe des e für alle Repräsentanten auch in der Form 

darstellen lassen. 

Was nun die Vergleichung des Ausdruckes 

... v t// (ry 

an — an »an- — 

n n n 

mit dem durch die Grösse 

gegebenen Werthe angeht, so wird man, um diesen Fall auf den vorigen zu . 
reduciren, von der bekannten Gleichung 

dn{UyC) = -p r- 

^ ^ ^ snc(%u,cj 

Gebrauch machen können, in Folge deren der Ausdruck (14.) in den folgen- 
den übergeht: 

(15.) <?i = tp (t)" snc (-^ , Cx) snc(-^ .c^-^mc ( ^^""^ ^^ , Cj) - 

Man könnte nun diesen Ausdruck genau in der vorher angegebenen Weise, 
da er dieselbe Form wie e hat, mit V^(t') vergleichen, ich ziehe es je- 
doch vor, hier einen andern Weg einzuschlagen, der uns kürzer zum Re- 
sultate führt. 

Der Ausdruck (14.) zeigt nämlich, dass, wenn man in derselben Weise 
verfährt, wie es in der Theorie der Modulargleichungen geschieht, die ri 
Lösungen einer Gleichung n+V""" Grades sind, deren CoefGcienten ganze 
rationale Functionen von Ui sind; nun ist diese Gleichung aber nothwendig 
irreductibel, weil, wenn sie es nicht wäre, auch die aus ihr abgeleitete Glei- 
chung, welche entsteht, wenn u statt tii, ±e statt «i gesetzt wird, also die 
Modulargleichung, zerlegbar sein müsste, und es wird daher jede andere Glei- 
chung i»+l*^" Grades dieser Art zwischen Ui und e^ die obige sein. Setzt 
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man nan in die Modulargleichung statt u die Grösse «ij, so sind^ wie ich ge- 
zeigt habe*), die Lösungen der Modalargleichung i»+l*^" Grades 

und wir schliessen somit, dass sich für einen primzahligen Transformationsgrad 



*) Transf. §. 39. Ich füge zu den dortigen Auseinandersetzungen noch die fol- 
gende Bemerkung als wesentliche Ergänzung oinzu. Ich habe nämlich gezeigt, dass, 

4.4 ^ \ 

wenn in der Modulargleichung yc in yc^ oder r in verwandelt wird, die durch 

den Ausdruck 

definirte Wurzel der Modulargleichung in 

/2\ Zur— 16a?\ 

übergeht, worin u, u', x durch die Gleichungen gegeben sind 

ua = 16g, 

i6xa + u'r = — ^, 

i6xß+u'd:=0, 

wenn a, ß, y^ 8 die Transformationszahlen einer linearen Transformation sind. Setzt 
man nun hierin <= 1> ^ == n, so wird u als grösster gemeinsamer Theiler zwischen 
16| und n die Einheit , also u' = n, a = 16|, ß=^n sein, und es bleiben daher nur 
noch die beiden Gleichungen zu befriedigen: 

16a?.16| + ny = — 1 und 16a? + * = 05 

hieraus geht aber hervor, dass, wenn ^ = | sein soll, d. h. wenn die resultirende 
V'- Function zu demselben Repräsentanten gehören soll, dem die zu Grunde gelegte 
9 -Function angehört, 

06|y + iiy = -l oder 1 + C16fy = (mod.n) 

sein muss, d. h. es muss — 1 Rest von n, also fi = 4m4-l und 16| die Auflösung 
der Congruenz 

a* ^ — 1 (mod. n) 

sein; da diese Coneruenz jedoch, wenn n eine Primzahl ist, nur zwei inconeruente 
Auflösungen s, und — «, hat, so werden nur zwei Werthe von |, nämlich diejenigen, 
welche den beiden Gleichungen 

16| = », + *. n und 16| = — Ä^ + i.n 

genügen und zugleich <^n sind, so beschaffen sein, dass x^=^, ti = 1, u'^^n wird, 
dass also die Lösung 

übergeht in 

(l)H^)=*(^). 

da n von der Form 4fft-f'l sein musste. 
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die durch den Ausdruck 



<?l = 



' ^^x^y-'-C'^) 



gegebenen Wertbe des «i für alle Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
auch in der Form 

darstellen lassen, und die Zusammensetzung dieses und des vorher erhaltenen 
Resultates ergiebt somit den Satz, dass, wenn der Transformationsgrad eine 
Primzahl ist, die durch den Ausdruck 

snc ( ) snc ( ) . . . snc { ~ — ) 

y _ f \n ^ n / \ n / \ n / 

= '^'" -^^)..(±L)...^(C=Hiy- 

gegebenen Werthe von V fflr alle Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen auch in der Form 

darstellbar sind. Wir werden daher im Folgenden fflr die neu zu bildenden 
Gleichungen in V und U den Ausdruck 

/2cj\ /'4cj\ /(w— i)w\ 
« snc[ ]snc[ ) . . . snc[ ^-^ ] 

ZU Grunde legen und somit als Wurzeln jener Gleichungen die Grössen 

ansehen dflrfen; die Gleichungen in deni ursprünglichen V werden, wenn 2 
quadratischer Rest von n ist, dieselben, wenn dagegen Nicbtrest, aus jenen zu 
erhalten seih , wenn man den Coefficienten der ungeraden Potenzen von V 
das entgegengesetzte Zeichen giebt. 

§4. _ 

Vergleichung der Grösse x(y^ ^^d des Transformationsausdruckes fUr ^kk^^ wenn der 

Grad der Transformation eia beliebiger ungrader ist. 

Ist n eine beliebig zusammengesetzte ungrade Zahl, so werden zu den 
eben betrachteten Repräsentanten nicht äquivalenter Klassen von der Form 
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1 
16f n 



n 
1 



noch andere hinzutreten, welche durch das Schema 

t 



(«.) 



161 /' 



dargestellt werden, worin t ein Divisor vonn^ t' =—, und | eine der Zahlen 

0, 1, 2, ... t'—i bedeutet, jedoch der Beschränkung unterworfen, dass t, 
161; ^ keinen gemeinsamen Theiler haben; es sollen nun auch für diese Re- 
präsentanten die Werthe, welche der Ausdruck 



/ 2«3 \ / 4ro \ 



V = xi^y 



snc{ Jsnci' 



^)...«.c( 



(n — l)o 



n 



) 



^(^>(^)-'^(^^) 



liefert, mit den Werlhen von /(t') verglichen werden. 

Statt nnn diese Transformation (a.) unmittelbar anzuwenden, wollen wir 
nach einander die beiden durch die Schemata 



t 
1 



1 

16^ t' 



repräsentirten Transformationen ausführen, wobei wir fflr einen Augenblick 
annehmen, dass § und t keinen gemeinsamen Theiler haben, dass also das (o, 
welches zur Transformation 

t 

gehört, in der Form cü = /t— 16f darstellbar ist. 
Die Anwendung der ersten Transformation 

t 
1 

giebt, wenn Q)=i gesetzt, und der dem obigen F analoge Werth des Trans- 
formationsausdruckes mit W bezeichnet wird, die Gleichung 



*«c( — --, cjsnci-—, cj... snci — ^^-- — - — , cj 

Journal fOr Mathematik Bd.LXXII. Heft 3. 25 



w=x{^y 



=(t)x(*^). 



.'\ 
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Bezeichnet man nun das zwischen den Grenzen und 1 genommene trans- 
formirte Integral mit Ci, den zugehörigen Integralmodul mit l und den t^-Modnl 
mit Ti, so wird die nunmehr anzuwendende Transformation 

1 

fOr den durch die eindeutige Function des t9^-Moduls definirten Werth von 
]fkki den folgenden in der Form des früheren V sich darstellenden Ausdruck 
ergeben, den wir mit Vi bezeichnen wollen: 

oder, da nach §. 1 : 

Ti = <r, tt' = n, C = taCi^ 

worin a den Multiplicator der ersten Transformation bedeutet, die Gleichung: 

/4C N /8C \ /2C(-1)C \n'' 
snc['-—,c]snc\--—, cj ...snci , cjj 



^' = (tM-)- 



dn (-^ , ^j^^irr ' ^) • • • ^^\~t — ' y 



und daher, wie man leicht mit Benutzung der Transformationsformeln des §. 1 sieht, 



r. = (|>M-. //„. 



e = i,2.3 



i • 



Da nämlich 



8110 



,.[^c{1^^.c\ 



m^).^] -m'^).^] 









I- 



me 



\fApC 



(Si-.O 



._..„.[«c(!l^),c]„-[ft5,.] 



j,_.w[4»c(!l:i!S),.]„o.[ft5..]j- 
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und nach bekannten Additionsformeln 



snc* — sn* 4kC l -) 



= -[4C(*'^'S+f)]-[4C(*l^-Z)] 



t V « / 

und 

csnc snUC^ J ^ ^ ^ ^^^^ ^^ ^^ 

1 -c* sn -^sn* 4kC{ s^ ) dti' -^ 



-161 p 



< V n / t 

SO gebt der obige Ausdruck - Aber in: 



}% 



F,=(|>W 



«ncl — ,cj««c|— , cj--*wcl — ^^ — —^ — , cj 



X 



«,c[4c(?LzlM), c] ,„c [8c(?i:ii«l), c]...,„c[20'-l)c('-il^), c] 
.„ [4C(4^), c] .„ k4^), c}.. dn [2C.-1) cC-4^), c] 



X 



77// 



.„v..'-^:",v..=:ii*K»!^+f).^]*K''^-f).0' 

woraus unmittelbar der oben angegebene Werth folgt, wenn man erwägt, dass 
S und t relativ prim und, wenn () ein Vielfaches von t* bedeutet, die Argu- 



mente von der Form 



4pC 



t 



sind. 



Lässt man nan die oben gemachte Beschränkung fallen, dass | zu / relativ 
prim (wodurch sich das cd des transformirten Moduls in seiner einfachsten 
Form fr — 16«^ orgab), so wird das Resultat dadurch nicht geändert. Denn 
lässt man das der ersten Transformation 

t 
1 

entsprechende cd unverändert in der Form a^ = l, setzt dagegen fär das zur 
zweiten Transformation 

1 

1 6^= /' 
gehörige, wie es nach den eben gemachten Auseinandersetzungen gestattet ist^ 

25* 
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worin 

/>/'— 9-16^ und qt 

relativ prim sind, so wird in dem vorher erhaltenen Ausdrucke fttr Vi das 
Argument der elliptischen Functionen folgendermassen lauten: 

und Vi wie oben in die Form 



^» = (|>W"- ^._ 



,= .,V..=i-' dn4eC(^^I±^'pZ^) 



2© 4cj («— 1)oj 
^ ^ «nc snc . . . snc -^ — 

f ^\ f \n w n^ n 

- \n )^^^^ ' 2cj . 4cj ^ (n-ncj 

a« dn ...dn-^i <— 

n n n 

umgesetzt werden können, worin 

und 

/>/'— 5r.l6^, ^r/ 

zu einander relativ prim sind. Hieraus folgt, da 



K. = xQ^^^^ 



dass, wenn 

snc snc . . . snc— — 

•r r N« n fi n 



on^ dn ... dn^ — 

n n n 



gesetzt wird, fär jeden durch das Schema 

t 

dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die Beziehung 
statthat: 

weshalb wir auch fär zusammengesetzte ungrade n als Wurzeln der zu bil- 
denden Gleichungen die Ausdrücke: 

zu Grunde legen wollen. 
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§5. 

Existenz eiDer Gleichung n+l*^" Grades zwischen V und U, wenn der 

Transformationsgrad eine Primzahl ist. 



Um die Existenz von Gleichungen zwischen den Grössen ykk^ und 

4 ■ 

ycci nachzuweisen, gehe ich zuerst von den Transformationen aus, deren 
Grad eine Primzahl ist, da die Aufstellung dieser Gleichungen fAr den Fall, 
dass der Transformationsgrad eine beliebige ungrade Zahl ohne quadratische 
Theiler ist, unmittelbar aus den Primzahlgleichungen wird abgeleitet werden 
können, und es soll also nunmehr gezeigt werden, dass, wenn n eine Prim- 
zahl, die zu sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ge- 
hörigen V von der Form 

2cj 4© Cn— i)w 
snc snc • . . snc- — 



(1.) K = (4)P-.— ^ 



n n 



. 2oj ^ 4© ^ Cn—i)w ' 

an an . . . rfn ^^ ^— 

n n n 

worin U darch den Ausdruck: 

definirt ist, die Lösungen einer Gleichung n+i^^ Grades sind, in welcher 
der CoefGcient des höchsten Gliedes 1 und die CoefGcienten der andern Glieder 
ganze rationale Functionen von U sind. 

Setzt man nämlich V in die folgende Form 

2m 4® («— 1)© 
cn cn ,..cn— — 

/■' ^"' (.;+.-»-i^)(c;+«wJ^)...(.;+.-»-fitil>) 

und bemerkt, dass nach bekannten Multiplicationsformeln 

4© 6a (n— l)c5 

cn , cn , . . . cn 



n n ^ n 

2f3 

als rationale Functionen von cn — ausdrflckbar sind, so kann man V in die 

Form setzen 

2uf 



(4.) V = V^ficn^). 



worin / eine rationale Function bedeutet, und es werden sich dtnn, wenn 
man mit 

w,, a>2, CÜ3, ... cü^^.1 
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die allen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen entsprechenden Werthe 
von w bezeichnet 9 die zugehörigen Werthe von V in der folgenden Form 
darstellen lassen: 

Beachtet man ferner, dass nach den Auseinandersetzungen des vorigen §. der 
Werth des V unverändert bleibt, wenn man in seinem allgemeinen Ausdrucke 

2mro Amm (n — 1 ) mm 
snc snc . . . snc 

y _ Tjn ^ ** ^ 



an an . . . an '-^ 

n n n 



dem m irgend einen zu n relativ primen Werth beilegt, dass sich also fSr V^ 
die folgenden gleichbedeutenden Formen ergeben 



n = U' 



V. = £f-. 



2ojp Cn — l)cjp 

snc — — . . . snc — — sl 

n n 

an — ^ ... an -^ ~ — ^ 

n n 

4wg (n — 1)2ro« 

snc — — . . . snc — - 

n n 



dn — — , . . an — ^ 



n n 



o/^« — ^^®o . /n — l\ro« 

^c2( -;r— )-^ . . . «nc(ii— i)( -«— )-^ 
V = V" ^ ^ ^ ^' ^V 2 / n 

SO erhält man offenbar mit Beibehaltung der Bezeichnung der rationalen Function 
die nachfolgenden Gleichungen: 

n = Ur(cnJ^) = U'Kcn^) • • • = I/Y(c«-^==^), 
oder, wenn r eine positive ganze Zahl bedeutet, 
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worin s die Werthe 1, 2, ... —5 — , a die Werthe 1, 2, . . . n+1 an- 
nimmt *). 

Da nun mit Beräcksichtigung der Werthe 

leicht zu sehen, dass die Grössen 

2s Ufa 

deren Anzahl —^ — ist, nicht bloss um ganze Vielfache von 2C und 2iC von 
einander verschieden sind, so folgt, dass die Grössen 

in verschiedener Aufeinanderfolge übereinstimmen mit den Grössen 

/4mC+4m'ia\ 
^C n -;' 

deren Anzahl ebenfalls 7^ ist, indem den m und m! die folgenden Werthe- 
combinationen beigelegt werden: 

m = 1 , 2, 3 , . . . — rt — ^ • 0, 

m':0, ±1, ±2, ... ±(-^) m':l, 2, 3, ... ^^' 

Da nun die Argumente co der ci» so beschaffen sind, dass fflr ihre i}-fachen 

Hultipla 

cn{ncD) = 1 

ist, so muss sich i — cn{n(o) in eine Form bringen lassen, deren Zähler nach 
cn(o entwickelt zum Theil aus dem Producte der wesentlich von einander 
verschiedenen Factoren 



cnw — cni 



), 



V n 

worin m und m' die oben angegebenen Werthe erhalten, zusammengesetzt ist. 
Da aber 

dcn(n(a) . v , . . 

— ^—^ = ^nm{nü})dn{na)) 

fflr diejenigen cu verschwindet, welche sn{nü)) zu Null machen, und 



*) 8. Sohnke, aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum, 
dieses Journal Bd. XVl. 
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i — 



sn^CD 



sn{n(o) = nsncoU 



,/ 2ati + 2C^m^' \ 



sn 



= (-1)^ c ' snojn 



. , , ^/2Cm+2C'm'i\\ 
i—csnto sn [ • ) 

, ,/2Cm + 2C'm't\ )*) 
cn (ü'-cni ■ ) ' 



w-1 n«— I 



i—csntosnl ■ ) 



für alle cno) von der oben angegebenen Form Null wird, so kommen die oben 

»'—1 
aufgestellten Factoren in 1 — cn (noi) doppelt vor, und da deren Anzahl — k— 

ist, so wird mit Hinzuziehung des Factors 

1 —cno} 
der Zähler von 1— cii(nco) in der Form 

M \tt( / 4mC+4m'iC'\V 
(1 — cii cü) 77 (eil CO — cn\^ n 

gefunden sein. 

Nun ist aber bekanntlich 

«—1 12 m 

(-1) cn{nQ)) = n ; 5 , 

1 •\'Dcn^(a-\-Dcn^fa-\ |-ßcn'*ai 

worin 

n'-l 

eine grade Zahl und die Coefficienten rationale Functionen von (? sind, welche 
durch die folgenden Gleichungen mit einander verbunden sind: 

^ = (-1) ^ «(i) ^^ ^ = (-1) ' tC^) ^' 

D = (-1) ' «(^) B> ^ = (-1) ^ l(^) J>> 



*) nach der bekannten Relation: 
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Wird daher aus dem obigen Ausdrucke 

l—cn (ncü) 

hergeleitet, so ergiebt sich der Zähler als eine Function ti^^^ Grades in Be- 
zug auf cucü mit Coefficienlen , welche ganze rationale Functionen von c^ 
sind, wenn man sich zuvor den Zähler und Nenner des obigen Ausdruckes 
mit e7 multiplicirt denkt. Nimmt man nunmehr, was möglich ist, den Factor 
1— ci»a> heraus, so wird der übrige Theil des Zählers nach den vorher ge- 
machten Auseinandersetzungen das Quadrat einer ganzen rationalen Function 
von cn(ü sein müssen, von der nur noch nachzuweisen ist, dass ihre Co- 
efficienten rationale Functionen von c^ sind. Dies ergiebt sich jedoch un- 
mittelbar aus der Bemerkung, dass das höchste Glied des von dem Factor 

+ (1 — cnw) 
befreiten Zählers die Einheit ist, und dass, wenn ein Polynom von der Form 

»«--l n%-^ n«--5 

{cn ^ ü)-{-Acn ^ co+Bcn ^ a>+--«)^ 

Coefficienten besitzt, welche rationale Functionen von u^ sind, auch A,B^... 
rationale Functionen dieser Grösse sein müssen. 
Aus der Identität der beiden für 

1 — c« (no)) 

aufgestellten Ausdrücke ergiebt sich nun, dass jede rationale symmetrische 
Function der Grössen 

4mC+4m'fC' 



cn 



/ 4mC+^m'%U' \ 



als rationale Function von t^ sich ausdrücken lässt. 

Es ist somit nachgewiesen, dass sich für jedes ganzzahlige r der 
Ausdruck 

IJnr 

als rationale Function voh f^ = c^ darstellt, und dass daher die Grössen 

sich als die Lösungen einer Gleichung n+l^^ Grades betrachten lassen, deren 
Coefficienten rationale Functionen von u^ = c^ sind. 
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Nun lässt sich aber die Grösse V noch, in eine andere Form setzen; 
da nämlich : 



snc 



e.")" 



kW \ J_ 



und 



^"(^'^•) 



, r kts \ 1 __1__ 

V n ' /"^ rUccs \ "" /tÄ© \ ' 

snc(^—,c,) cn{-^,c,) 

SO geht der Ausdruck (1.) für V aber in 

(5-) ( 

^ » ^ ' (c'+c>'(^, c.))(e'+ c:o„'(^, c.)) . . . (c-+c>'((!i^,c.)) 

und es folgt nunmehr durch Yergleichung der Ausdrücke (3.) und (5.)*)) dass 
y 
jjT^ derselben oben gefundenen Gleichung genügt, in der nur statt t^ die Grösse 

zu setzen ist, mit andern Worten, dass die obige Gleichung unverändert bleibt, 
wenn i—u^ an Stelle von ti® tritt. 

Da sich nun aber eine rationale Function von x, wenn sie die Eigenschaft 
hat, dass sie unverändert bleibt, wenn 1—x an Stelle von x gesetzt wird, 
als rationale Function von x{l—x) darstellen lässt, so schliesst man, dass 
die Coefficienten der oben gefundenen Gleichung nur von der Grösse 

abhängen, so dass, wenn man die Gleichung mit 



*) mit Eücksicht auf den vorher gegebenen Nachweis, dass die Werthe von der 

Form sich von den durch den Ausdruck 

AmC+AmHC 
n 

dargestellten Werthen nicht unterscheiden. 
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multiplicirt, sich eine Gleichung von der Form ergiebt 

in der Ci, C2, ... C^+i rationale Functionen von 17 sind, und deren Lösungen 
durch die Ausdrficke 

dargestellt werden. 

§. 6. 

Existenz einer Gleichung zwischen V und U, wenn der Grad der Transformation 
eine beliebige ungrade Zahl ohne quadratische Theiler ist. 

Sei p eine Primzahl und die zu dem Transformationsgrade p gehörige 
Gleichung f + l*®"* Grades zwischen fF und U: 

(1 .) w^-^'+ C, W^+ C2 W^''+ '-+C,W+ C,^, = 0, 

deren Lösungen durch die Grössen 

dargestellt werden, so erhält man, wenn man auf jede dieser Lösungen 
sämmtliche durch die folgenden Schemata repräsentirlen Transformalionen 



1 
16^ q 



q 
1 



anwendet, in denen q eine Primzahl ist, fär die /^ welche aus der Zusammen- 
setzung dieser Transformationen mit irgend einer der den obigen Lösungen 
entsprechenden Transformationen hervorgehen, die folgende Gleichung: 

(2.) V^^'+B, P+fi, p-*+-..+fi^ Y+B,^, = 0, 

in der jBi, JB29 • • • ^j+i rationale Functionen von W sind, und W eine jede 
der Lösungen der Gleichung (1.) bedeutet. Eliminirt man nun zwischen (1.) 
und (2.) die Grösse W, indem man, wenn 

die Lösungen der Gleichung (1.) und 

die der Lösung Wa entsprechenden Coefficienten der Gleichung (2.) bezeichnen, 
das folgende Product bildet: 

. . . {V'^'+B\^+'^V'+'''+B^-^'^V+B^^,'^) = 0, 

26* 
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SO wird die resultirende Gleichung 
in der die Grössen 



■"H -^ii 



'(P+iJCff+i) 



als symmetrische rationale Functionen der W rationale Functionen von U 
bedeuten, zu Lösungen die ;{f - Functionen fflr diejenigen Argumente haben, 
welche den aus den beiden Transformationssystemen 



1 
16^1 p 



P 
1 



und 



1 
16|a q 



q 
1 



zusammengesetzten Transformationen entsprechen, also die Lösungen 

^C-^). x(2^), K^^). ^(w-). 

oder, wie oben gezeigt, die in dem folgenden Ausdrucke enthaltenen Werthe: 



/2 



y = (1)" 



2® Am (n—i)m 

snc — snc — ••'Snc- — 

n n n 



an — an — •• • an — 

n n n 

wenn n=pq gesetzt wird. 

Schliesst man in derselben Weise weiter, indem man eine dritte, vierte 
Primzahl u. s. w. zu Hfilfe nimmt, so gelangt man zu dem Resultat, dass 
einem beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne quadratische Theiler 

n = pqr...ty 
wo p,q,r, ... t verschiedene Primzahlen bedeuten, eine Gleichung vom Grade 

^= (p + l){q+i){r+i)...{t+i) 
entspricht von der Form 

in der C|, C], .. . C^ rationale Functionen von C/ bedeuten, und deren Lösungen 
dargestellt werden durch 

2af 4m (ti— l)m 
snc — snc snc — 

V - fl.\ TJ-—ü—It !L_ 

^ "" Vn/ . 2© . 4© . («-!)©' 



dn — dn — • • • dn 
n n 



n 



worin (D der Reihe nach die den einzelnen Repräsentanten entsprechenden 
Werlho annimmt, oder durch 



< 



/£-16|\ 
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AS 

worin für t ein jeder Divisor von «, '' = t ^^^ ^^^ ^ ^^^^ J®^® ^Jahl aus 

« 

der Reihe 

0, 1, 2, • . . «'-1 
zu setzen ist. 



§. 7. 

Bestimmung des letzten Gliedes der {V, ü) Gleichung. 

Nachdem die Existenz der {V, U) Gleichung für einen beliebigen un- 
paaren Transformationsgrad (ohne quadratischen Theiler) nachgewiesen, und 
deren Lösungen in doppelter Form dargestellt worden, gehen wir dazu Aber, 
die Eigenschaften dieser Gleichungen zu untersuchen und beginnen mit der 
Herleitung des von der Grösse Y freien Gliedes. 

Ist p eine Primzahl, so werden die Lösungen der Gleichung 

in der Form darstellbar sein 

2o Am Cp — 1)® 
^ snc snc . . . snc ^^ — 

an an ...an-^^- — 

P P P 

SO dass das von Y freie Glied der Gleichung durch den Ausdruck bestimmt 
wird : 

4mC4-4m'fC' 



snc 



/ AmC + 4m'iC' \ 



C^+i - U^^'^'^n .^^c^^^^f^c'- ' 



dn 



/_4mC+4mW_\ 



P 

worin den m und m' die folgenden Werthecombinationen beizulegen sind: 
iw : 1, 2, 3, ... 2 ^ • 

iw'.O, ±1, +2, ... ±^^ iwM, 2, 3, ... ?~^. 



Da nun aber, wie bekannt: 



4 



C 



i7rf«(^"'^+^'»'i^) = ±c, * , 
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SO nimmt das letzte Glied die Gestalt an 







p«-i 






i 


e t/pCP+i) 


c * c. ^ 


= e 


l/HP+i) 



= eUP^\ 



worin e die positive oder negative Einheit bedeutet. 

Stellt man jedoch das letzte Glied durch das Produet aller /-Functionen 
dar, so ergiebt sich, da die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
bekanntlich den folgenden Werthen von q entsprechen: 



1 1 1 



q', aq% a'q^ . . . a'-'q", qP, 
wenn «''=1, der nachstehende Werth fttr Cp+,: 

l(l-a5f^)(l+a'9')(l-a'5f^)... j = 



IG -aP-'q' )(l +a'(^-'^q'')(i-(^i^')q'') . .. } ^ 
{(l-9')(l + g'')(l-9^)...}% 

aus dem das obige € zu bestimmen ist. Lfisst man aber u, also auch q sich 

der Null nähern, so Mrird 

limU = limy'2gfi, 

also 

p+t 



und nach dem zweiten Ausdrucke 



p+i 



also £ = 1, und es lautet somit die (F^ U) Gleichung für primzahlige Trans- 
formationsgrade 

Es ergiebt sich hieraus unmittelbar nach den Auseinandersetzungen des vorigen 
Paragraphen, dass fär einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad 

n = pqr,,,ty 

wenn 

^ = (f+l)(g+l)(r+l)...(«+l) 

gesetzt wird, die zugehörige {V^V) Gleichung die Form hat: 
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§.8. 

Ueber die VertauschuDg von V und U in der (K, T) Gleichung. • 

Bevor wir die Eigenschaften der Coefficienten unserer Gleichungen 
weiter verfolgen, ist es nöthig, zu sehen, w^as aus den Lösungen derselben 
wird, wenn V statt der Grösse U gesetzt wird, oder zu untersuchen, welche 
Werthe in diesem Falle fflr eine Transformation n^° Grades die Lösungen der 
(F^ U) Gleichung annehmen. 

Da hier für r die Grösse 

tf 

eintritt, worin / ein Divisor von n, '' = -7- nnd S irgend eine der Zahlen 

0, 1, 2, . . . t'—l bedeutet, so wird sich eine der Lösungen, welche durch 
das Transformationsschema 

r 

i6x t 

bestimmt ist, wenn x so gewählt wird, dass 

x+^ = pt 
und p eine ganze Zahl ist, in der Form: 




(r-16|_ 



16x 




;f(T+16p) 



darstellen, also nach §. 2 (7.) *) in 



X{r) 



fibergehen, und es wird somit die ( Y, U) Gleichung, wenn statt U die Grösse 
Y gesetzt wird, zu einer ihrer Lösungen die Grösse V haben. Nimmt man 
nun den gleich zu beweisenden Satz von der Irreductibilität der ( Y^ U) Glei- 
chung zu Hülfe, so folgt daraus, dass dieselbe unverändert bleibt bei einer 
Yertauschung von U und Y. 

Aus dieser Eigenschaft lässt sich nun unmittelbar eine wichtige Fol- 
gerung fflr die Coefficienten der (F^ U) Gleichung machen. Setzen wir die- 
selbe nämlich in die Form 

worin Cy der kleinste gemeinsame Dividuus der Nenner der frflheren Coefficienten 



*) a, = -1, a, = 16|>, 6, =0, 6^ = -1. 
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der (F^ U) Gleichung ist, und also 

^y9 ^19 ^29 ... Cy_i 

jetzt ganze rationale Functionen von U bedeuten, so werden die Coefficienten 
keine höheren Potenzen von U enthalten dürfen als die v^^, da die Gleichung 
für eine Vertauschung von V und U unverändert bleibt, und höhere Potenzen 
von V als die v^ in derselben nicht vorkommen. Es folgt, dass C^ eine Con- 
stante ist, und dass somit die zu dem Transformationsgrade n gehörige (V, U) 
Gleichung sich in der Form 

darstellen lässt, in der 

ganze Functionen von U bedeuten. 

§. 9. 

Irreductibilität der (F, U) Gleichung. 

Ich gehe nunmehr zu dem Beweise der Irreductibilität der {V, U) Glei- 
chung fQr einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad über. 
Da für 

nach der vorangegangenen Theorie sämmlliche Lösungen der ( V, U) Gleichung 
in der Form 

y = xQ^) 

darstellbar sind, die (F^ U) Gleichung also die Gestalt hat: 

(1.) F\xir).xQ^)\ - 0, 
worin F eine ganze Function, t der Reihe nach alle Divisoren von n^ dem 
Grade der Transformation, bedeutet, <' = -^ , und dem | zu jedem t' der Reihe 

nach die Werthe 0, 1, 2, . . . /'— 1 beigelegt werden, so würde, wenn wir 
annehmen, die Gleichung (1.) sei nicht irreductibel, eine Gleichung von niedri- 
gerem Grade existiren, deren Coefficienten ebenfalls ganze rationale Functionen 
von U=x{^) wären, und die mindestens eine Lösung von der Form 

^\ '^ ) 

mit der (F^ U) Gleichung gemein hat. Sei nun diese Gleichung 

(2.) f{xir), x(!^)) = 0, 
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worin 3 wiederum ein Divisor von n, cy = -y, x<^3' ist, so wird, wenn an 

die Stelle von r der Ausdruck r — 16r gesetzt und zu gleicher Zeit beachtet 
wird, dass nach (5.) §.2: 

271» 

;f(r+2) = e'xi-^), 
also 

ist, die Gleichung (2.) in 

übergehen. Da sich nun r so bestimmen lässt, dass 

X'-rd ^ ^i (mod. J'), 

worin ii eine beliebig gegebene ganze Zahl <C 3' ist, so sieht man, dass die 
Gleichung (2.) jeden Ausdruck von der Form 

zur Lösung haben muss, also auch die Wurzel 

mit der {V,U) Gleichung gemein hat; es besteht somit die Gleichung: 

(3.) r{xir\ x{^)) = 0. 
Setzt man ferner in Gleichung (3.) statt r 



a.T-b,^ 
worin Ou, ai, 6o, bi Transformationszahlen einer noch näher zu bestimmenden 
linearen Transformation sein sollen, so erhalt man 

und es wird darauf ankommen, diejenige Transformation, welche das Argument 
der zweiten x-F^i^^liou in f liefert, also die Transformation 

dbo ^b, 



mit der folgenden 



ßo ßi 
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1 

n 



nßo nß^ 



27 



210 Koeniggberger, algebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 

ZU identificiren, in der O09 ^i? ßo^.ßi ebenfalls lineare Transformationszahlen 
sein sollen, die noch näher besUmmt werden. Die Identificirung liefert nun 
die folgenden Gleichungen 

(Joy = «0, J'öi = a, , (J60 = nßo^ (Tii = nßi oder 

woraus zuerst ersichtlich, dass 

Setzt man nun 

«o = ai(J, «, = «;. 16 J', /?o = 16/%, /?i = /4 

also 

aü = «i, ai = 16cfi, 6y = 16(y/3o, b^ = dß\ 

und bestimmt die Grössen oto, a^, /%, /i^ so, dass sie der Bedingungsgleichung 

genfigen : 

(m) da'^ß[^W<ra[ß'^ = 1, 

was stets möglich ist, da d und l&d* zu einander relativ prim sind, so 
werden sich a^ und Ou, /?! und 61 als ungrade Zahlen, a^ und ai, /?a und 6» 
als grade Zahlen ergeben, welche durch 16 theilbar sind, und ausserdem ist 
aus Gleichung {m) zu ersehen, dass a^^ßi^l (mod. 8) und ebenso Oufri^l 
(mod. 8) ist; es. folgt daher nach der ersten der Gleichungen (7.) des $.2, dass 

ist, und da nun 

sich ergiebt, so geht die Gleichung (4.) in die folgende über: 

(5.) f(xir),x(£)) = 0, 

und es ist somit auch X\—J ^^^^ Lösung der obigen Gleichung. 

Ich will nun endlich nachweisen, dass, wenn die Gleichung (2.) oder 
(5.) die Wurzel X\~) ^^^ sie auch die Grösse 
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oder, was nafch dem ersten Theile des Beweises genfigend ist, 

worin tt' = n ist, zur Lösung haben mnss. 

Macht man nfimlich wiederum in Gleichung (5.) fflr r die Substitution 



$0 geht dieselbe Aber in 



ft p— gpy 
a,T-b,' 



und will man ferner diejenige Transformation, welche das Argument der 
zweiten ;(- Function liefert, also die Transformation 



mit der folgenden 









Oü 


nai 






6o nbi 


/ 





«„ «J 







t' 


ßo 


ßi 





ßj ßJ 



identificiren, so wird genau wie vorher zu setzen sein: 

«ü = ö;, «, = 16«;/', /9o = 166i, ßi = tb[, 
wofür ausserdem die Gleichung zu befriedigen ist 

taib'.-Wt'a'X = 1, 

und es ergiebt sich nunmehr genau in derselben Weise wie vorher aus Gleichung 
(5.) die folgende Gleichung: 

also auch 

Es ist somit erwiesen, dass, wenn eine Gleichung mit der {V^U) Gleichung 
eine Wurzel von der Form 



^( 



3 t— 16a? \ 
S' ) 



gemein hat, ihr auch jede andere durch den Ausdruck 



x{^''- 



27 
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dargestellte Grösse als Wurzel zugehört, dass sie mit andern Worten durch 
sSmmtliche Lösungen der ( V, U) Gleichung befriedigt wird, da dies die Form 
der ;k- Function für alle Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen war. 
Es ist daher jede zu einem beliebigen unpaaren Transformationsgrade (ohne 
quadratischen Theiler) gehörige {V, U) Gleichung irreductibel. 

§. 10. 

Ueber die auf die Grössen V und U der (F, V) Gleichung zugleich ausgeübten 

linearen Transformationen. 

Es soll nunmehr untersucht werden, was aus der {V, U) Gleichung 
wird, wenn auf das vorgelegte Integral zuerst eine lineare Transformation 
ausgeObt wird, mit andern Worten, worin V und U übergehen, wenn statt x 

und — ^-7- 

oder statt u 

Ut und — 

gesetzt wird, da sämmtliche linearen Transformationen, wie bekannt, sich durch 

successive Anwendung dieser beiden herleiten lassen. 

j 

Vor allen Dingen ist ersichtlich, dass für den Fall, dass an die 

Stelle von r tritt, die Grösse V unverändert bleibt, da 

ist; es folgt schon daraus, dass die (F, U) Gleichung für denselben Trans- 
formationsgrad dieselbe bleiben muss, und es wird nur darauf ankommen, zu 
untersuchen, in welcher Weise sich die Lösungen derselben unter einander 
vertauschen. Da jede Lösung der (F, U) Gleichung, wenn r der Modul der 
ursprünglichen d^- Function ist, durch den Ausdruck 

dargestellt ist, so wird die Lösung der neuen Gleichung, welche eben derselben 
Transformation entspricht, die Form haben 
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Wird nun das Argument dieser /-Function ideniificirt mit dem d^ -Modul, der 
zu der Transformation 



16a: J' \ ßo ßi ^ 16a:ao+cJ'/?u ißxa,+d'ß, 

m 

gehört, in welcher d ein Theiler von n, J' = -g- , x < ^ nnd alle drei noch 
näher zu bestimmen sind, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

(1.) ißxa^+S'ß^ = ^t, 

(2.) da, = 16$; 

(3.) da, = t\ 

(4.) i6xa, + (f'ß, = 0. 

Sei nun S der grösste gemeinschaftliche Theiler von 16^ und f', so sind a^ 
nnd ai bestimmt durch 






r 

«i = -r 



also Oo ^ine grade durch 16 theilbare, «i eine ungrade Zahl. 
Die Gleichung {A.\ welche in 

(5.) 16x+tß, = 

übergeht, liefert die Bestimmungen 

x = k.t, /?! = — 16*, 

worin k eine noch näher anzugebende Zahl bedeutet. Endlich geht die Glei- 
chung (1.) über in 

(6.) 



16&.-l|i + 4-./9, = -1, 



welche Gleichung auflösbar ist, da —J- und -y relativ prime Zahlen sind, und 

man sieht leicht, dass ßi eine durch 16 theilbare grade, ^o eine ungrade Zahl 
wird, so beschaffen, dass 

a,./?^, = ^./?, = -.l~16*.i^=7 (mod.8) 

und 

«oA-«i/3u = --^-16*+(l+16*.^) = l 

ist. 

Es folgt aus der nachstehenden Gleichung des §. 2 

6«— a«r\ , ./ 2 



^(^) = MA> 



^(o«6o— o,6,) 
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dass 



j-ti 



-±)-.6| 






und man erhält somit das Resultat, dass die durch den Ausdruck 

dargestellte Lösung der {V^ U) Gleichung fflr den ursprQnglichen ^- Modul 
T bei der Verwandlung von r in in eine andere Lösung derselben Glei- 
chung von der Form 



;t( 



i% — 16a? 



) 



äbergeht, in welcher 3 der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen 16^ 
und t\ ^ = -j9 und die Grösse x aus den Gleichungen 

so zu bestimmen ist, dass sie unterhalb d" liegt. 

Macht man ferner auf das vorgelegte Integral die lineare Substitution 

-1 1 
-1 



für welche sich t in 



\-\-x 



verwandelt, so wird vermöge der Gleichung (§. 2) : 



Um 






U - 



in 
8 



übergehen. Um nun die Lösungen der ( V, U) Gleichung für die Transformation 
Dten Grades zu untersuchen, wird es wieder darauf ankommen, die Function 



■) 



mit der ;(- Function, welche der Transformation 

S j loü aA I Joo ^«1 

zugehört, zu identificiren. Es ergeben sich die Gleichungen: 
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(1.) iGxa^+d'ßo = -16^,- 
(2.) (Jo,, = 161-/, . 
(3.) <^«, = t\ 
(4.) 16x«x+(rA =.-<'; 
nimmt man ffir c^ den grössten gemeinsamen Theiler zwischen 

16^-/ und /', 



so wird 



«(j = 



d 



<^i = — 9 



d 



somit beide ungrade Zahlen, und man siebt leicht, dass die vier Grössen. «09 ^n 
/?o, ßi der Gleichung 

genügen, also Transformationszahlen einer linearen Transformation sind. Da 

nunmehr die Gleichung (4.) in 

i6x+tß, = -J 
übergeht, also 

X = Xi-\-tfn^ 

ßi = 61— 16m 

• . * 

zu Lösungen hat, worin Xi und 6i zwei specielle Lösungen, m eine beliebige 

ganze Zahl bedeuten, so wird nur noch nachzuweisen sein, dass man m und 

ßo so ZU bestimmen im Stande ist, dass der Gleichung (1.) Genüge geschieht. 

Nun geht ' diese aber, wie leicht zu sehen, mit Benutzung der oben gefundenen 

Werthe in 

16m(16?-0-<'/5ü = 6i(16^-0+^ 

« • 

über und ist offenbar, da S der. grösste gemeinsame Theiler von 16^—/ und 
t' ist, stets auflösbar ; es ergeben sich somit 



a, 



»« 



«1, ßo, ßi 



als lineare Transformationszahlen von der Beschaffenheit, dass alle ^ungrade, 
nur ßo^O (mod. 16) ist (nach (1.)), und map erhält, daher nach der oben an- 
geführten Transformationsformel der x^ da 

wy^^l l6£-< l'^\TÄi6i-.J'^vl3"/ 



ist, als Lösung der {V, U) Gleichung, welche der ursprünglichen 
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entspricht, die nachfolgende: 

/ St — 16j: 






Q 



e 



in 
8' 



in der d^ d\ x sowie a^^ ßi in der oben angegebenen Weise bestimmt werden, 
mit andern Worten, von Einheiten abgesehen eine andere Lösung der ur- 
sprünglichen (F^ V) Gleichung dividirt durch die dritte Potenz des transfor- 
mirten Integralmoduls, welcher zu der dieser zweiten Lösung entsprechenden 
Transformation gehört. Setzt man daher in die {V, U) Gleichung 

ü '4 .. . ■ . F / 2 N •^,A 



^«^ '«' V. -^(4)«"^ «' y- 



so hat die neue Gleichung mit der vorgelegten eine Lösung gemein. 

Aus diesen beiden linearen Transformationen lassen sich nun aber die 
Resultate für alf die andern unmittelbar ableiten, und es ist zugleich eine 
Methode gegeben, wie man die Umwandlung der Lösungen der ( V^ U) Glei- 
chung untersucht, wenn auf u beliebige* Transformationen ausgeübt werden. 

§11. 

Entwicklung der (y,U) Gleichung für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad 

ohne quadratischen Theiler. 

Um nun für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne qua- 
dratischen Theiler die ( Vy U) Gleichung wirklich herzustellen, ist es nothwendig, 
die allgemeine Form der CoefQcienten 

in der Gleichung 

genauer zu untersuchen, in welcher, wenn 

n = pqr . . . t 

gesetzt wird, 

^ = (P + l)(9+l)...(«+l) 
i0t. 

Da nun, wie in §. 5 nachgewiesen worden, wenn n eine Primzahl 

bedeutet, 

r[+vi+'"+v:+i 

IJnr . 
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eine rationale Function von IP ist, also wenn S^ die r^® Potenzsamme der 
Lösungen der (F^ U) Gleichung darstellt, 

(1.) S, = U'^.fiU'), 

so folgt nach den Gleichungen 

S. + C, = 0, 



dass auch 

(2.) Cr = U^'FiU^), 

wo Cr eine ganze Function von U darstellt; und dass eben diese Beziehung 
auch för die Coefficienten der (K, U) Gleichung eines zusammengesetzten 
Transformationsgrades besteht, geht daraus hervor, dass nach §. 6 die Co- 
efficienten dieser (V, U) Gleichung als symmetrische rationale Functionen der 
Lösungen der zu den Primzahlfactoren gehörigen (F^ U) Gleichungen darge- 
stellt wurden, und diese sich dann offenbar nach bekannten Sätzen über sym- 
metrische Functionen in der Form der Gleichung (2.) ergeben müssen. 

Es hat somit im allgemeinsten Falle die (F^ U) Gleichung die fol- 
gende Form: 

l F^+F''-^t^-'(ao + a,l/«+a,t/^'H..0+F^-^t/^'^(6u+6il/'+62l/'^^ 

' ( +-F£r''-*(wo+»xl/'+«2t^''+--0 + t^'' = 0, 

worin die Grössen mi, itis, ... m^_i durch die Congruenzen bestimmt sind: 

iWi ^ » (mod. 8) 

^ ^ ^ , mj ^ 2» (mod. 8) 

(4.) / . 

I • 

fUy^i ^ {v-^\)n (mod. 8), 

und die als Coefficienten der F- Potenzen eintretenden Functionen von U 
höchstens vom Grade v sind *). 

Ist nun aber die allgemeine Form der Coefficienten der (F^ U) Glei- 
chung bestimmt, so ist es leicht, für einen beliebigen unpaaren Transformations- 
grad die zugehörige (F^ U) Gleichung selbst herzustellen. 



*) Ich bemerke bei Gelegenheit des Bildungsgesetzes der CoefßcieDten der (F, [7) 
Oleicbung, dass die Coefficienten der t)-Potenzen in der Modulargleichung genau den- 
selben Bedingungen genUgen, dass also die in der ^Transf.^ aufgestellten und im Ein- 
leitungsparagrapben citirten Congruenzen besser durch die obigen zu ersetzen sind. 
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Da nämlich 

and ausserdem die Lösung der {V, U) Gleichung, welche der Transformation 

» 

1 

zugehört, durch 

oder 

(6.) V = }f2ig'{ii-g'Ki+g")ii-^')-'V 

dargestellt wird, endlich die Irrationalildten in Bezug auf q aus der Gleichung 
herausfallen, da 

wo f{q) eine Function mit nur ganzen Potenzen von q bedeutet, und 

«ip ^ pn (mod. 8) 

ist, so werden wir, mit Rücksicht darauf, dass höhere Potenzen von U als 
die v^^ in der Gleichung nicht vorkommen dflrfen, nur so viel Glieder in den 
unendlichen Reihen zu entwickeln brauchen, als die Anzahl der zu be- 
stimmenden Grössen 

0u, öl, • • •, öü9 ^1, Ho, Hx . • . 

nölhig macht, um dieselben dadurch, dass man die einzelnen Coefficienten 
der Potenzen von q verschwinden lasst, zu bestimmen. Ich führe die Rechnung 
für die (V, U) Gleichungen durch, welche zu der Transformation dritten und 
fünften Grades gehören. 

Da für ii==3 die Congruenzen (4.) für mi, m^, m^ die folgenden Be- 
stimmungen geben: 

1»! ^ 3 (mod. 8) also «ii = 3, 

m^ ^ 6 (mod. 8) also m^ = 6, 

nh^d (mod. 8) also^iii3 = l, 

so folgt, da höhere Potenzen von U als die vierte nicht vorkommen dürfen, 
die nachstehende Gleichung 

V*+a^V'W+b,,VU+U* = 0, 
oder, wenn die Productentwicklungen der Grössen U nnA Feingesetzt werden: 

2q{i-q'+-Y'+a,2'q{i^^+^.f{i'-q+q'^-f+b4i^^+ 



Koenigsberger, algebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 219 

und hieraus unmittelbar für o,, und bo die Werthe 

a,) = 4, 6^, = — 2, 

so dass die zur Transformation dritten Grades gehörige (V^ U) Gleichung 

folgendermassen lautet: 

V'+AU'V'-2VV+U' = 0. 

Ist fi = 5, so lautet nach Bestimmung der mi, nh^ ... die zugehörige {Y^ü) 

Gleichung 

oder nach gehöriger Entwicklung der g-Producte: 

2Y{l-18^+-.-}+a,j2V{l-159+1209'-210g'+...}+6o2Y{l-6g+2l9'-305^+...} 

+ c„2'9{l-129+789'-132^ + --} + rfo{l-3y+69^-13^+...} 

+ 2-{l-18g + 17l9'-1158^ + .-.} = 0, 
woraus sich 

ao = 16, 6,^=15, Co =15, «1;^ = — 4 

ergiebt, und man erhält somit für die Transformation fflnflen Grades die folgende 

(F,f/) Gleichung: 

r+ 16 U' P+ 1 5 U^ F*+ 15 1/* r- 41/F+ f/^ = 0. 

Dritter Abschnitt. 

Theorie der Multiplicatorgleicliungen der elliptischen Functionen. 

§. 12. 

Die linearen TranBformationBformeln für die Multiplicatoren. 

Ich gehe nunmehr zu einer zweiten Klasse von Gleichungen Aber, die 
in der Theorie der complexen Multiplication der elliptischen Functionen eine 
wichtige Rolle spielen, nämlich zu den Gleichungen, welche zwischen dem 
Multiplicator (dem J0co6fschen M) und dem Integralmodul des zu transformiren- 
den Integrals bestehen, und will vor allen Dingen im Folgenden, weil ich 
es zur Entwicklung der Eigenschaften dieser Klasse von Gleichungen später 
brauche, die linearen Trarisformationsformeln für die Multiplicatoren kurz zu- 
sammenstellen, wie sie sich unmittelbar aus den in §.1 gegebenen Formeln 
fflr die sechs Fälle der linearen Transformation herleiten lassen*). 



*) Man hat nur nöthig^ sich aus den dort gegebenen Transformationsformeln das 
Integral 

dy 



28 
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I. aü = l, a,^0, 6„ = 0, 61 = 1 (mod. 2) 

in, _j, 

a = c ^ * , im einfachsten Falle a = 1 . 

IL 00 = 0, ax = l, 60 = 1, 61 = (mod. 2) 

= 6^*', im einfachsten Falle a = — •'. 

III. öu = l, «1 = 1, 6ü = 0, Ai = l (mod. 2) 



in. 



ö = c ^ , im einfachsten Falle a = — • 

IV. 00 = 1, Oi = l, 60=1, 61 = (mod. 2) 

a = e , im einfachsten Falle a = — • 

c ' c 

V. Oo = l, Ox = 0, 60=1, 61 = 1 (mod. 2) 

o = c ^ * • — , im einfachsten Falle o = — • 

VI. Oo = 0, 01 = 1, 60 = 1, Ai = l (mod. 2) 

a = e* • — , im einfachsten Falle — 



§. 13. 

Existenz der MultiplicatorgleicbuDg des n-f-1*^" Grades, wenn der Transformations- 
grad eine Primzahl ist. 

Ich will zur Herleitung der Gleichungen zwischen dem Multiplicator 
und dem Integralmodul nicht von dem in dem ersten § gefundenen Werthe 

rata 2müS it— 1 mw\* 

i»—i \snc snc •• »snc —^ — • — 

(1.) a = (-1) 



mm 2mm n— 1 mcjp 

sn sn -sn 



n n z n 

in dem m eine beliebige zu n relativ prime Zahl bedeuten durfte, sondern von 



herzustellen, um unmittelbar den Factor des Integrals 

dx 

zu erhalten. 
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dem Ausdrucke 



(2.) M = (-1) 



2w im 

»— 1 \snc — snc »»snc 

j- 1 n. n 



n 



2ta 4oj Cn— l)cj 

sn — sn — •>' sn- r-i — 

n n n 



1 


1 







n 


16.1 


n 


• • • 



ausgehen, der für alle die in den Schematen 

1 

16 («-1) n 

enthaltenen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen einer Primzahltrans- 
formation mit (1.) übereinstimmt, fOr den letzten Repräsentanten 

In 
1 

jedoch denselben oder entgegengesetzten Werth giebt, je nachdem n^l 
oder ^3 (mod. 4) ist. Nun sind 

snc und sn 



n 



n 



2{R 

für ungerade und gerade Ar rationale Functionen von mc^ — , und daher if in der 



*) Da 



sncu = 



cnu 
dnu 



also 



sncu 
snu 



cnu 



1 



snu dnu 



dlogcnu ' 
du 



80 lässt sich auch -^ in die folgende Form setzen: 



M "~ {2.4...(n-l)}' 



dlogcn — alogcn — 
n n 



dlogcn 



(it-l)ci\' 



n 



düs dw d& 

Ich füge ausserdem noch den Werth des Multiplicators durch i9'-Functionen ausge- 
drückt hinzU; wie ich ihn später brauche; da nämlich 



2rm 

sn = 

n 



\ n A 



2rw 

snc = 

n 



^— A 



Vc ^/2r«\ 
\ n A 

ist; SO erhält man den folgenden Ausdruck : 
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Form darstellbar 



M = /(«.c'^), 



wenn / eine rationale Function bedeutet. 

Da jedoch, wie man leicht aus (1.) mit Hinzuziehung von §.3 ersieht, 
der Werth des Multiplicators unverändert bleibt, wenn man fär m der Reihe 
nach die Zahlen 

2, 4, ... w— 1 

setzt, so wird sich M als dieselbe rationale Function von 

snc , snc , . . • snc 



n ' n ' n 

ergeben, und wenn man nunmehr die in §.5 gemachten Schlüsse genau in 
derselben Weise hierauf anwendet, so folgt unmittelbar der Satz, dass die 
n+i Werthe des Multiplicators M für die Transformationen, welche den Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen einer Primzahltransformation ent- 
sprechen, die Lösungen einer Gleichung n + V^^ Grades sind von der Form 

(3.) i»f-*-^+C,ilf-+C,if--^ + -. + C„3f+C.+, = 0, 

deren Coefficienten Cx, C2, ... C^^i rationale Functionen von c^ bedeuten. Diese 
Gleichung will ich die zur Transformation n (wenn n eine Primzahl ist) ge- 
hörige Multiplicatorgleichung nennen. 



§14. 

Grenzwerthe der Multiplicatoren für den verschwindenden Integralmodul. 

Zum Beweise der Existenz der Multiplicatorgleichung für einen zu- 
sammengesetzten Transformationsgrad sowie zur Herleitung des Ausdruckes 
für den Multiplicator als eindeutige Function des gegebenen und transformirten 
Integralmoduls ist es nöthig, die Grenzwerthe der Multiplicatoren zu bestimmen 
fQr den Fall, dass sich der Integralmodul des gegebenen Integrals der Null nähert. 

Die Werthe der Multiplicatoren waren durch den Ausdruck gegeben 

2w 4o . (n — l)w 
n-\\ snc snc ...snc- 



2© 4© (»— 1)0 l ^ 

sn sn ...sn- — * 

n n n 
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welcher für verschwindende c in 

(-1) ' 



(1.) M = 



(^taog -^ taDg-^..,tang^— ^; 



übergeht. 

Untersuchen wir erst die Werthe dieses Ausdruckes fflr eine Primzahl- 
transformation, fQr welche 

«> = 2C(T-16^) = 2•C'-2.16^C 

und 

üJ = 2C 

ist, so dass fflr die ersten n Repräsentanten der nicht Äquivalenten Klassen 
der Ausdruck fflr den Multiplicator in 

fflr den letzten in 



•i—i 

2 



(^•) ^ "■ 7 Wl sc ; 2(n-l)Cl' 

jtang-^ tang -^ ... tang-^-^^j } 

für verschwindende c übergeht. 

Was nun den Grenzwerth des Ausdruckes (2.) betrifil, so wird, da 

^SfiO .8/1. 16$ . C. 

/ 4jiitC'— 4^.16|.C\ 1 e • .6 • *— 1 
tangl^ ;^ J = — ' ,8;.c^ ^^a W^ . — 

für c = (c=-^, C' = oo) den Werth i annimmt, für die ersten n Re- 
präsentanten 

sein, wfihrend der Ansdruck (3.) in 

■—1 

(4.) M = ^~ *-• * 



{tang^tang^...tang^"-J>f 
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übergeht, oder da 






271 An (n— l)?i)' 

cos — cos — ...cos— ^ 



n n 



n ) 2»-* 



Sin — sm — . . . sm- ^—\ = 75—7 *) 

n n n ) 2"~^ ^ 



ist, den Werth 



(5.) M = 






annimmt. 

Die Auffindung der Werthe des Multiplicators M fflr verschwindende c 
für den Fall, da^s der Transformationsgrad eine beliebig zusammengesetzte 
ungrade Zahl ist, lässt sich nun zwar aus den obigen Auseinandersetzungen 
unmittelbar ableiten, doch wird es • besser sein, diese Bestimmung den 
nächsten §§ einzufügen. 

• 

§. 15. 

Existenz der MultiplicatorgleichuDg^ wenn der Grad der Transformation eine beliebige 

ungrade Zahl ohne quadratischen Theiler ist. 

Nachdem di^ Existenz einer Multiplicatorgleichung für einen primzahligen 
Transformationsgrad nachgewiesen, wollen wir hiervon ausgehend, ohne auf 
eine nähere Betrachtung des aus der Transformationstheorie hergenommenen 

2k ta 2k m 

Ausdruckes für M als Function von snc und sn einzugehen, die 

n it ^ ' 

Existenz einer solchen Gleichung für einen beliebigen unpaaren Transformations- 
grad ohne quadratischen Theiler herleiten. 

Sei p eine Primzahl und die zu dem Transformationsgrade p gehörige 
Multiplicatorgleichung 

(1.) itf'+'+A(c^)3f'>+A(c^)itf^-^+---+A(c^)3f+/;^.,(c^ = 0, 

worin 

rationale Functionen von c^ bedeuten, so wollen wir mit dieser Gleichung den 



*) Die Bichti^keit dieser zweiten Gleichung leitet man unmittelbar daraus her, 
dass man in der Gleichung 

a.»_l / _12A/ IIA/ «?IA/ ^^i\ ( -20r=l>IL.V ?^=12£EA 
X — 1 
den Grenzübergang zu a; = 1 macht. 
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de 



bekannten Ausdruck für den Multiplicator *) 

verbinden, der, wenn für k der Reihe nach die p+i Wurzeln der zum Trans- 
formationsgrade p gehörigen Modulargleichung gesetzt werden, die Quadrate 
der p + i Lösungen der Gleichung (1.) liefern wird. Man weiss nun, dass 
jedem Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ein bestimmter trans- 
formirter Modul und ein dazugehöriger Multiplicator entspricht, und es wird 
darauf ankommen, diesen Multiplicator als eindeutige Function des gegebenen 
und transformirlen Integralmoduls darzustellen. Sucht man nämlich zwischen 
der linken Seite der Gleichung (1.) und der linken Seite der auf Null ge- 
brachten Gleichung (2.) den grössten gemeinschaftlichen Theiler, so muss 
dieser Theiler in Bezug auf M vom ersten Grade sein und c sowohl als k 
rational enthalten. Denn dass die beiden Polynome für jedes der p+i trans- 
formirten k einen gemeinsamen Theiler überhaupt haben, ist an sich klar, es 
könnte nur der Fall eintreten, dass bei der Division der CoefGcient von M 
in dem letzten Reste sowie der von M freie Theil, die beide nur von k und c 
abhängen, vermöge der Modulargleichung verschwinden; dann würde aber der 

Ausdruck 

^, { hCi^k') dc 

was auch k für einen Modul der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
bedeuten mag, in (1.) enthalten sein, weil die Modulargleichung eine irre- 
ductible ist, und es mfisste also die Multiplicatorgleichung zu jeder Lösung 
auch den entgegengesetzten Werth als Lösung enthalten. Diese Eigenschaft 
kann jedoch die Multiplicatorgleichung für einen primzahligeu Transformations- 
grad nicht besitzen, da sie, wie im vorigen Paragraphen nachgewiesen worden, 
ftir c = in die Form übergehen muss: 

(if-l)^(iK-^^— ) = 0; 

es folgt somit, dass der grössle gemeinsame Theiler zwischen jenen beiden 
Polynomen vom ersten Grade sein muss, mit andern Worten, dass sich M als 
eindeutige rationale Function von c^ und dem zu demselben Repräsentanten 
gehörigen k'^ ausdrücken lässt. 



*) ^Transf.« §.42. 
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Sei nun auf das Integral mit dem Modul c^ eine Primzahltransformation 
vom Grade p ausgeübt, so mögen die den Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen entsprechenden transformirten Moduln mit 



die entsprechenden Multiplicatoren mit 



*p, k 



P+H 



• • • 



M., M 



p+i 



bezeichnet werden, so dass die Gleichung statthat 

deren Lösungen ifi, Mi^ ... Mj,+i sind. 

Wird nun von neuem auf jedes der erhaltenen Integrale eine Prim- 
zahltransformation vom Grade q angewandt, so setzen sich sämrotliche Reprfi- 
sentanten der nicht Äquivalenten Klassen vom Grade p 



1 

161 




P 



P 





1 



mit den ahnlichen vom Grade q 

1 
161. q 

zu sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen vom Grade pq 



9 





1 



1 


P 


q 


pq 


16x1 pg 


16x2 q 


16x} p 


1 



zusammen, worin dem Xi alle ganzzahligen Werthe 0, 1, 2, .,. py— 1, dem 
X2 die Werthe 0, 1, 2, . . . q—i und dem x^ die Werthe 0, 1, 2, . . . p— 1 
beigelegt werden. 

Nach den bekannten Regeln der Zusammensetzung der Transformationen 
ist nämlich: 



P 


1 




P 





i 


161. q 




161. 


9 



worin §i die Werthe 0, 1, 2, ... 9 — 1 annimmt; ferner 



und 





P 





q 




pq 






1 


1 


1 


1 


1 


1 




1 


161 


1 

P 


11 


6li q 




161+1 


6pl. pq 
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worin § die Werlhe 0, 1, 2, ... p— 1, ^i die Wertbe 0, 1, 2, . . . gr— 1, also 

alle Werthe 0, 1, 2, . . . pq—i annimmt, wie es in der Transformation 

1 

16xi pq 
der Fall ist. 

Endlich giebt die Zusammensetzung der noch übrigen beiden Schemata 
die folgende Transformation 



1 





■q 




q 


16^^ 


P 


1 




16|g p 



die freilich von dem obigen Repräsentanten 

q 

16X3 p 



verschieden ist; da jedoch 

q 



1 
r 1 



16^3+pr p 



worin für ein gegebenes x^<Zp stets ein S<ip so bestimmt werden kann, dass 

i6xi+pr = 16?g, 

da p und g relativ prim sind, und sich r ausserdem als ein Multiplum von 
16 ergiebt, so wird die durch Zusammensetzung erhaltene Transformation sich 
von dem Repräsentanten, der zum Grade pq gehört, nur dadurch unterscheiden, 
dass auf den letzteren noch eine lineare Transformation von der Form 

1 
16p 1 

ausgeübt ist, welche jedoch, wie aus den linearen Transformationsformeln für 
die Quadratwurzel aus dem transformirten Modul und den Multiplicator un- 
mittelbar ersichtlich ist, die Werthe dieser Grössen nicht ändert. 

Es mögen nun die Multiplicatoreu der neuen Transformation q^^ Grades, 
welche dem transformirten Modul ki entsprechen, mit 

jtf/^>, lf/^ . . . jtf/i\, 

die dem A2 entsprechen, mit 

M,^\ MP\ . . . itf/?„ 

u. B. w. bezeichnet werden, so sind offenbar die Multiplicatoren des durch 

29» 
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die Transformation pq^^^ Grades erhaltenen Integrales die folgenden: 

^3,^ ,M,Mt'\ M,MP\ ... 3f,ilf/i\ 

und es wird sich darum handeln, nachzuweisen, dass diese Grössen sich als 
die Lösungen einer Gleichung (p+l)(g'+l)*®" Grades darstellen lassen, deren 

• 

Coefficienlen rationale Functionen von c^ sind. Dies geht jedoch aus dem Vorigen 
unmittelbar hervor. Denn bildet man die s^^ Potenzsumme dieser Grössen 

(Jlf r>' + ilf/'>* + ... • + M^llD Ml 

+ 

+ {Mi^^'^'+M^^'^^+^^'+M^^V^')M;^,, 
so wird der erste Theil derselben 

(i»f/'>* + Mi'^' + . . . + Mlf,) Ml, 
da M[^\ Mi^\ . . . ilf/|\ die Lösungen einer Gleichung q+P^^ Grades darstellen, 
deren Coefficienten rationale Functionen von k] sind, und ilfi, wie vorher nach- 
gewiesen, eine rationale Function von k] und c^ ist*) 9 sich als rationale 
Function von A^ und c^ darstellen lassen, und da die öbrigen Theile jener s^^ 
Potenzsumme dieselben rationalen Functionen A2 und c\ kl und c^ etc. liefern, 
so wird die ^^ Potenzsumme eine rationale symmetrische Function der Lösungen 
der Modulargleichung zwischen k^ und c^, also rational durch c^ ausdrückbar 
sein, woraus unmittelbar hervorgeht, dass sich eine Gleichung vom (p+i)(q+i)^^ 
Grade bilden lässt, deren Lösungen die obigen (p+i){q+i) Multiplicatoren 
der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, und deren Coefficienten 
rationale Functionen von c^ sind**). In ähnlicher Weise schliesst man weiter 

*) da auch 

1 k\i-k') aco . 

und; \rie am Ende des § gezeigt werden soll; eine Gleichung n-j-l^^G-rades zwischen 
Ä* und c' besteht. 

**) Ich knüpfe hieran eine Ergänzung der im vorigen Paragraphen angestellten 
Untersuchung über die Werthe der Multiplicatoren für den verschwindenden Integral- 
modul. Es war dort für einen primzahli^en Transformationsgrad p nachgewiesen 
worden; dass p der Multiplicatoren den Werth 1 annehmen; während einer von ihnen 

-s i ^ — wird; und man wird die zur Transformation pgten Grades gehörigen aus 
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und gelangt somit zu dem Satze, dass es für jeden unpaaren Transformationsgrad 

n = pqr... 
ohne quadratischen Theiler eine Gleichung des 

(P + l)(y+l)(r+l)..>'^ 



der obigen Zusammenstellung (3.) unmittelbar herleiten können, wenn man beachtet, 
dass sämmtliche Wurzeln der Modulargleichung verschwinden, wenn der zu Grunde 
gelegte Integralmodul Null wird; dass das letztere wirklich der Fall ist, geht daraus 
hervor, dass sich bekanntlich für einen Primzahlgrad der Transformation die Quadrat- 
wurzeln aus den transformirten Integralmoduln aus dem Ausdruck 

2Cgi + q* + qy+"0 

herleiten lassen, wenn man der Reihe nach ftl^r q die Grössen 

i- JL JL i- 

qf , aqP , a^qP , . . • aP^^qP , qP 

setzt, worin a eine pte Einheitswurzel bedeutet; denn wenn o sich der Null nähert, 

so verschwindet auch q, also auch qP etc. und daher der obige Ausdruck. Wenn nun 
aber auch wieder alle- transformirten Moduln verschwinden, so werden die Grössen 

jf/'> jf,t'> . . . Jif,<i\ 

Mp^ mP^ . . . Jfj'Vi u. 8. w. 
die Werthe 

. C-1) ' 



1 1 



• • • 



? 

annehinen, und es wird somit die Zusammenstellung (3.) der Multiplicatoren ftlr die 
Transformation pgten Grades in 



«-« 



1 1 



1 1 



(-0 



<1 



(-0 



9 



1 1 



(-1) 



• • • 



9 
p— 1 p— t p— « p— » ■ g— I 



(-i) ^ (-1) ' . . . (-1) ' C-O ^ '^ 
p p p pq 

übergehen, so dass die Multiplicatorgleichung des (p+OC^+O*®*^ Grades pq Lösungen 
hat, welche der Einheit gleich sind, q, welche = -^^ , p, welche = -^^ 



und eine, welche = -^ •. ist. Es ist klar, wie in derselben Weise die 

Werthe der Multiplicatoren fUr einen beliebigen Transformationsgrad zu bestimmen sind. 
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* 

Grades giebt, deren Lösungen die zu den (p+l)(9+l)(r+lj ... Reprö- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen Multiplicatoren, und deren 
CoefQcienlen rationale Functionen von c^ sind. 

Ich will am Schlüsse dieses Paragraphen zur Vervollständigung des 
vorher Gesagten noch einige Bemerkungen über die Gleichungen zwischen 1^ 
und c^ hinzufugen, da ich in meiner Arbeit über Modulargleichungen nur die- 

4 4 

jenigen zwischen }/& = f? und y^c = ti näher untersucht habe. 
Dass für die durch den Ausdruck 

(a.) h = (cy \ snc snc . . . snc ^— \ 

^ ' ^ ' ( n n n ) 

dargestellten Werlhe, welche zu den (p + l)(9 + l) . • . Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen gehören, eine Gleichung {p+l){q+i) . . .^^^ Gnies 
existirt, deren Coefücienten ganze rationale Functionen von c^ sind, geht aus 
der folgenden Betrachtung unmittelbar hervor. Bezeichnet man nämlich die 
Potenzsummen der Gleichung (p + l)(9-f 1) . . .'^ Grades zwischen u und v, 
deren Existenz nachgewiesen ist, mit s, so werden, wenn S die Potenzsumme 
der Ausdrücke (a.) bedeutet, die Relationen gelten 

und da, wie oben nachgewiesen worden, der Grad eines jeden Gliedes von 
8i in Bezug auf u 

^ k.n (mod. 8) 

ist, so wird offenbar der Grad eines jeden Gliedes von Si, ^2, ... durch 8 
theilbar, d. h. sie selbst ganz und rational durch c^ ausdrückbar sein, woraus aber 
diese Eigenschaft für die Coefficienten der zu bildenden Gleichung folgt. 

Da ferner das letzte Glied der Modulargleichung zwischen u und « 
von der Form ist 

so wird es in der Gleichung zwischen 1f und c^ die achte Potenz dieses Aus- 
druckes sein, und es wird somit die neue Gleichung zwischen k^ und c^, wenn 

(p-H)(9+i)... = y 

gesetzt wird, die folgende Form haben: 

wobei auch hierin, wie aus dem Satze für die Modulargleichungen zwischen 
u und r zu entnehmen, die ganzen Functionen von c^ den Grad v nicht er- 



I 
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reichen können. Endlich ISsst sich der Irreductibilitälsbeweis, da 

ist, genau in der Weise, wie es für die ( V, U) Gleichung geschehen ist, her- 
stellen oder auch unmittelbar aus der Irreductibilitfit der Gleichung zwischen u 
und e ableiten. Was die wirkliche Aufstellung der Gleichungen zwischen F 
und c^ betriift, so unterliegt dieselbe keiner weitern Schwierigkeit, indem man 
nur wieder c^ = 9?*W, k'^ = (p^{nT) einzusetzen und soviel Glieder zu berück- 
sichtigen hat, als unbekannte Coefficienten in der Gleichung vorkommen. 



§. 16. 

Bestimmung des Werthes des letzten Gliede»; sowie der Form der übrigen 

Goefficienten der Multiplicatorgleichung. 

Sei für einen primzahligen Transformationsgrad n die Multiplicator- 
gleichung zwischen M und c^ die folgende: 

(1.) ilf'-^HC,ilf- + C,ilf-*+...+ ailf+C.+x = 0, 

(n welcher Ci^ 02', > - • C.+i rationale Functionen von c^ bedeuten, so wird 
es sich zur Herleitung der weiteren Eigenschaften, sowie zur wirklichen Her- 
stellung dieser Gleichungen vor Allem darum handeln, das von M freie Glied 
derselben zu ermitteln. 

Nun ergiebt sich aber aus dem Ausdrucke 



(2.) M = (-!)■ 



2a 4ns Cn — i^ta 
n--i \ snc snc • • • snc- ^ — 

2uf 4© Cn — l)i3 
sn sn • • • All ^^ ^— 



n n n 

dass 

/4mC+4mW^" 



C-M_t — 



nsnc{ 31 ) 



»+i /- A^rj^ ^«.»••r'K« 9 



„ / 4mCM- 4m'tC" \ 



worin den Zahlen m und m die folgenden Werthecombinationen zuertheilt werden: 
m : 1, 2, 3, ... "Z m : 

m : 0, +1? i2, ... + — 5 — m : 1, 2, ... — s — ? 
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und da bekanntlich 

\ n y z. 



«-1 9 



c 2 



n— 1 



i7,„(i^ti^^y = 






C ^ 



SO wird 

w— I 

2 



(3.) C,^t = -^=^ 



n 

Es ist nun leicht, hieraus den Werth des letzten Gliedes einer zu einem zu- 
sammengesetzten TransFormationsgrade gehörigen Multiplicatorgleichung herzu- 
leiten. Sei nämlich zuerst der Transformationsgrad n^p.q, wo p und q 
Primzahlen bedeuten, so wird nach den in §. 14 gemachten Auseinander- 
setzungen mit Beibehaltung der dort gebrauchten Bezeichnungen das Product 
der zu allen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen Multi- 
plicatoren des Transformationsgrades pq den folgenden Werth erhalten: 

oder nach Gleichung (3.) 



\ p / \ q / ~~ p9+^qP+^ * 

Ebenso folgt, wenn 

n = p^q.r 

ist, dass das letzte Glied der Multiplicatorgleichung den Werth hat 

p(?+i)('-+i)g(f+iK''+i)r(i»+»)(«+o 
u. s. w. 

Es soll nunmehr nachgewiesen werden, dass sämmtliche Coefficienten 
der Multiplicatorgleichung ganze Functionen von c' sind. 

Multiplicirt man nämlich die Multiplicatorgleichung unter der Voraus- 
setzung, dass die Coefficienten gebrochene rationale Functionen von c^ sind, 
mit dem kleinsten gemeinsamen Dividuus der Nenner derselben, wodurch die 
Gleichung die Form annehmen möge 

so ergäbe sich nothwendig daraus, dass Werthe von c^ existiren, für welche 
der Transformationsmultiplicator Null oder unendlich wird, da alle diejenigen 
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Werthe von c^, welche der Gleichung 

genfigen, den höchsten und niedrigsten Coefficienten der Gleichung verschwinden 
lassen, also die Lösungen Null und Unendlich liefern. Es ist zu untersuchen, 
ob dies möglich ist. Sollte dies der Fall sein, so mflsste, wie sich aus dem 
in §. 12 aufgestellten Ausdruck des Multiplicators mit Hülfe der ^-Functionen 
ergiebt, eine dieser d^- Functionen verschwinden, d. h. es mflsste das Argument 

, wonn k<,—^ — ist, eine der vier Formen 

n ^ — r 2 ^ 

r+sT^ 
r—^+sr, 

annehmen. Da nun aber 

worin pbi — qbo und pai — qcty^ relative Primzahlen sind, so mflsste, wenn 

gesetzt wird, für die erste Annahme: 

2Ä[/>6i — yiu— (pöi— ?öo)'— (poi — ^Oij)''»] = rn + snt -\- snt* i 
sein; daraus folgt aber, dass 

— 2&(/>ai — qfOo) = tis, 

dass also, wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von k und n mit d bezeichnet 
wird, -»- in pai — qa^) aufgeht. Nun findet aber auch die Gleichung statt 

2k{pb,-qb,,) = nr^ 

und es müsste somit auch p&i — 960 durch -^ theilbar sein, was nicht angeht, da 
pai—qOi) und pb^ — qb^ relative Primzahlen sind. 

Hat die zweite Form, so dass 

n ^ 

n 

2k [p6i — qbo—ipai — qch,) t — {pa^ - qa,;) /' i] = nr — y -f iw/ + nst* i, 

so folgt 

— 2k{pa, — qao) = ns, 

also wieder pai — qa,^ durch -r theilbar; sodann wäre aber auch 

Ak(pbi — qbo) = 2nr—n, 
also auch, da ^ als grösster gemeinsamer Theiler von k und n eine ungrade 

Zahl ist, pbi — qbi) durch -y theilbar und somit auch unmöglich. 
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Im dritten Falle wäre 

-2k{pai-qao) = «(«+i), 
was nicht möglich ist, da n eine ungrade Zahl ist, nnd auf dieselbe Unge- 
reimtheit fährt die vierte Annahme. Es kann somit keine der vier i9-Fnnctionen 
verschwinden, aus denen sich der Ausdruck für den Multiplicator M zu- 
sammensetzt, also auch keiner der Multiplicatoren Null oder unendlich sein, 
und es werden somit in der Multiplicatorgleichung 

(5.) M'+f,ic')M''-'+r,{c')M^-'+---^f,.,{c')M+^,^^^^ = 

die Coefficienten 

/i(0, A(c'), . . . A-.CO 

ganze Functionen von c^ bedeuten. 

§17. 

Eigenschaften der Multiplicatorgleichungen. 

Es soll nunmehr untersucht werden, in welche Werthe die Lösungen 
der Multiplicatorgleichung übergehen, wenn statt des Inlegralmoduls c^ einer 
der Iransformirten Moduln k^ gesetzt wird. Sei nun k^ der dem Iransformirten 
^- Modul 



8^fT -i6; \ 



entsprechende Werth 

so giebt es zu jedem dieser Repräsentanten wieder einen und nur einen Re- 
präsentanten einer nicht äquivalenten Transformationsklasse n^^ Grades, welcher 
als transformirten Integralmodul wieder c^ erzeugt; denn sei der Repräsentant 

u 

n 

worin u ein Theiler von n, «' = — , x<ivi' ist, so wird der neue ^-Modul 

u' — u'V 

den folgenden transformirten Integralmodul bestimmen 

«/ M/T— 16^w— iGxC \ 



^ V Pi' ; 
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woraus, wenn derselbe mit 

übereinstimmen soll, vermöge der bekannten Beziehung 

»•(|af) = *'W' 

in der 

flu ^ I9 «1^0, 60 ^0, 61 ^ 1 (mod. 2) 

und 

fli)6i — fliÄo = 1 

ist, die folgenden Bedingungsgleichungen sich ergeben: 

a, = 0, 
biut = flu«'/', 
16|tt6| + 16a:/'6x = k,ut\ 
Da nun wegen fli = flu 61 = 1 also flu = ±l, ti = ±l sein muss, so gehen 
die beiden letzten Gleichungen über in 

ut = v!t\ 
16|ti+16a:«' = ±k,u't\ 
oder da u* und /' ungrade Zahlen, also 16 in &u enthalten sein muss: 

(1.) ut =• ut', 

(2.) Su + xtf = kut\ 

worin k eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeuten darf. Da 

nun aber t und /' sowohl als u und ti' relative Primzahlen sind, so folgt aus 

(1.), dass 

u=^t\ u=t 

ist, und es geht dann (4.) über in 

§+x = ku'=^kt, 

wodurch x, da es kleiner als ti' sein soll, in der Weise bestimmt wird, dass, 

WennK^, x = t — S und, wenn ^>t = ht+Si ist, x^t—^i zu wählen ist. 

Es giebt somit stets eine und nur eine zu den Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen gehörige Transformation ii^^° Grades, welche jeden 
durch eben diese Transformationen erhaltenen Integralmodul in sich selbst 
zurückfahrt. 

Da nun aber fär die Multiplicatoren bekanntlich die Beziehung besteht^): 

( 1^"2~ilf— ^ ^ _ C b, — a^T 



») S. ^Transf.« §.42. 

30 
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SO wird, da o„ = /, a, = 0, 6« = 16|, 6, = /' ist, 



der zur Transformation 



gehörige, und 



— C f 



■i 
161 /' 



K t 



der zur Transformation 



(-1 ' M'= ^- 

^ ■ C H 



if 
>16x / 

gehörige Multiplicator sein: daraus folgt aber, dass 

— 1 

■-r ' ÜJf' = — oder 

^ N 

;«•:■ -"'"^ 

ist; mit andern Worten* wenn man in die Multiplicatorgleichung, die zur 
Transformation «t^*^ Grades gehört, statt c^ irgend einen der durch einen 
Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen transformirten Moduln und 

Statt iV in diese Gteichiing ^^ — ^ — setzt, so giebt es stets ein und nur em 

itf« welches mit einer Lösung der ursprQnglichen Multiplicatorgieichung zu- 
sammenfallt. Es bestehen somit stets die beiden folgenden Gleichungen 
ausammen : 

worin dit^ Wur irt^meinsame Lösung dieser Gleichung der zu F gehörige Multi- 
plicator ts^t. Oor grössto gemeinsame Theiler zwischen den linken Seiten der 
M\W\\ (iloichnngen wflrtle wieder den oben anderweitig hergeleiteten Ausdruck 
htr M aU eindeutige Function von k^ und e^ liefern, während eine Elimination 
\\\\\ .V awinchon beiden Gleichungen eine Relation zwischen k^ und e^ liefern 
muM% welche durt^h die Modulargleichung befriedigt wird. 
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Es soll ferner untersucht werden, was aus den Lösungen der Multi- 
plicalorgleichung wird, wenn auf c^ die beiden Fundamentaltransformationen 
ersten Grades ausgeübt werden, oder wenn man statt der Grösse c^ in die 
Multiplicatorgleichung 



1 — c^ und -T 

c 



setzt. 



Zur Behandlung des ersten Falles wende ich die folgende Methode an : 

Es sei ein Integral mit dem Modul i — c^ vorgelegt, und es werde auf 

dasselbe die durch das Schema 

-1 

1 e 

dargestellte lineare Transformation angewandt, welche das Integral in ein 
anderes mit dem Modul c^ und dem Multiplicator — • flberführt *). Wird auf 
das jetzt erhaltene Integral die Transformation 

t 

ausgeübt, so mag die Multiplicatorgleichung fflr den Modul c^ hierfttr die Lösung 
M liefern, es wird dadurch das vorgelegte Integral mit dem Modul 1 — c^ 
durch die aus jenen beiden Transformationen zusammengesetzte Transformation 



(«.) 



t 
161 t' 



-m -t' 

t 



1-1 

* .iM 



-1 

1 

in ein anderes mit dem Modul k' und dem Multiplicator 

-(-!)■ 
übergeführt sein. 

Ich will jetzt wiederum auf das vorgelegte Integral mit dem Modul 
i—c^ die zuletzt erhaltene Transformation {a.) anwenden, jedoch so, dass ich 
sie aus einer zu den Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen 
Transformation und einer linearen zusammensetze, also aus 



» 





und 


«ü 


«1 


16a; 


u' 




ß. 


A 



Soll diese Transformation mit (a.) identificirt werden, so ergeben sich die 
folgenden Bedingungsgleichungen: 



♦) S. §. 1 und §. 12. 
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(1.) iicfü = —161, 
(2.) ua, = -f', 

(3.) i6xa,,+u'ßo = /, 
(4.) 16xai + u'ß, = 0, 

woraus, wenn mit d der grössle gemeinschaftliche Theiler von t' und S be- 
zeichnet wird, 

folgen, während die Gleichungen (3.) und (4.) in 

(5.) -i6xAßS+nßo = td, 
(6.) -iß^+tßi = 

übergehen. Da nun aus (6.) 

x = tfi^ /?! = 1 6/^ 
folgt, wenn /^ eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so giebt Gleichung (5.) 
die Beziehung 

(7.) -16^i|^+/?oi = 1, 



welche, da —^ und -j relativ prime Zahlen sind, stets auflösbar ist und, wie 
man unmittelbar sieht, in die Gleichung 

übergeht, also diese vier Zahlen als Transformationszahlen einer linearen Trans- 
formation definirt. Es mag sich aus (7.) 

ergeben, so wird nur q so zu wählen sein, dass 

n 

positiv und <i^' <i-j wird, dann sind die Zahlen «<,, a^^ ßi^^ ßi passend 
bestimmt als Transformationszahlen einer linearen Transformation und zwar 
«0 = (mod. 16), /?o=l (mod. 2), «^ = 1 (mod. 2.), /?i = (mod. 16), 

also eine lineare Transformation, die zu dem Falle II. des §.12 gehört und 
als Multiplicator den Ausdruck liefert 



e 



Da nun aber, wie aus (7.) hervorgeht, ß^ und -j zu gleicher Zeit ^ 1 oder 
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^ 3 (mod. 4) sind, und im ersten Falle die Exponentialgrösse --i, im zweiten 
Falle +i ist, so ergiebt sich der Multiplicator dieser linearen Transformation 
in der Forni 



— 1 



-(-1) ' 1. 
Wird nun die zur Transformation 

u 

16a: u' 

gehörige Lösung der Multiplicatorgleichung, welche der auf den Modul i—c^ 

ausgeübten Transformation n^^^ Grades entspricht, mit M' bezeichnet, so ist 

der Multiplicator der aus den beiden Transformationen zusammengesetzten 

Transformation 

-161 ^/' 

t 



die Grösse 



f 



;!-! 



— 1 



-(-1)^ (-1) -^ iM\ 
und es wird daher die Gleichung bestehen 



f— i 



rT-l 



f- 



d. h. 



-(-1) UM = -(-1) * (-1) * «Jlf', 

n— 1 

(8.) M' = (-i)' M; 



mit andern Worten, wenn ein Repräsentant der nicht äquivalenten Klassen 
einer auf ein Integral mit dem Modul c^ angewandten Transformation n^^ 
Grades den Multiplicator M liefert, so giebt es stets einen Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen einer Transformation desselben Grades, welche anf 

ein Integral mit dem Modul 1— c^ angewandt, den Multiplicator (—1) ^ M liefert, 

n—l 

d. h. wenn ich in die Multiplicatorgleichung 1— c^ statt c^ und (—1) ^ if statt 
M setze, so müssen die beiden Gleichungen dieselben v Lösungen haben; in 
welcher Weise dieselben mit einander correspondiren, wird durch die beiden 
Transformationen 



t 
US 







und 



u 
16a; u* 



angezeigt, deren Transformationszahlen durch die oben angegebenen Glei- 
chungen mit einander verbunden sind. 
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Aus der eben hergeleiteten Eigenschaft, die sich anch so aussprechen 
lässt, dass zugleich mit der Multiplicatorjgleichung 

wenn nE=i (mod. 4), die Gleichung 

(10.) Jlf 'Vi(l-0^'-V.(l-c')^'-'+"-V.-.(l-Oitf+ jjeJ+i)^^ = 0, 

wenn n ^ 3 (mod. 4), die Gleichung 

besteht, lässt sich die Form der Functionen ^(e^) erkennen. Denn da die 
Wurzeln der beiden Gleichungen sämmtlich übereinstimmen, so wird, wenn 
n^l (mod. 4) ist, das folgende Gleichungssystem bestehen: 

/;(c')=/i(i-c'), ^,(c')=^/i(i-c'), ..: A-.(0=/;_,(i-c'), 

d. h. es sind diese Functionen ganze rationale Functionen von c^(l— c^), so 
dass sich in diesem Falle die Multiplicatorgleichung in die Form setzen lässt: 

Ist dagegen n^'S (mod. 4), so werden nur die mit graden Indices behafteten 
Functionen jenen Bedingungen genügen, also auch ganze rationale Functionen 
von c^(l—c^) sein, während sich für die mit ungeradem Index versehenen 
Functionen, welche die Gleichung 

befriedigen, schliessen lässt, dass sie die Form 

xp{c\i-c'))ic'-^) oder 

9(c»(l-c'))(cl-c') 

haben, so dass fflr n^3 (mod. 4) die Form der Multiplicatorgleichung die 
folgende ist: 

jJlf+<p,(c»(l-c'))(cJ-c')Jlf-'+y,(c'(l-c'))^''-*+y3(c'(l-c'))(cW)Jlf-»+- 

^^^-^ i •••+y.-.(c^(1-0)(c^-c^)i»f4 pC,^.K.,o...J.^.)(^-^o...... = 0. 

Es soll nun ähnlich wie vorher untersucht werden, welche Verwandlung 
die Lösungen der Multiplicatorgleichung erleiden, wenn -j statt c^ gesetzt wird. 
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Sei ein Integral mit dem Modul -j vorgelegt, so wird dasselbe durch 

c 



die von dem Schema 



1 1 
1 



dargestellte lineare Transformation in ein anderes mit dem Integralmodul c^ 
und dem Multiplicator c äbergefflhrt. Wendet man nun auf das so erhaltene 

t 
Integral irgend einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen , 

der Transformation n^^^ Grades an, so ergiebt sich ein Modul, welcher eine 
Lösung der zur Transformation n^^^ Grades gehörigen Modulargleichung ist, 
und als Multiplicator eine Lösung der Mulliplicatorgleichung, die mit M be- 
zeichnet werden mag, so dass der Gesammtmultiplicator, welcher zu der aus der 
Zusammensetzung dieser beiden Transformationen entstandenen Transformation 

/+16I f 
161 t' 



gehört, durch den Ausdruck 



dargestellt wird. 



1—1 

(-1) ^ Mc 



1 



Wendet man nunmehr auf das vorgelegte Integral mit dem Modul -^ 

c 

zuerst einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 

u 

der Transformation n^^^ Grades an, so soll eine lineare Transformation 

ß. ß. 

gesucht werden, welche mit der obigen, in der noch u, u\ x passend zu be^ 
stimmen sind, zusammengesetzt, die Transformation 

«+16? t' 
161 i 



giebt. 



Da aber 



u 
16a: u' 



«0 «1 

Ä ß. 
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1 6a: «0+ «'/?(! 1 6a: «1+ u' ß^ 
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so ergeben sich die vier Gleichnngen 

(14.) ««0 = /+16f, 

. (15.) ua, = t', 

(16.) 16aja„+«'/3u = 161, 
(17.) 16a;ai+tt'/3, =' /', 

und wenn man ffir u den grössten gemeinsamen Theiler d zwischen 

<+16| und /' 
wählt, so folgt 

II == J, « = -g-, «u 5-^, «1 = -5-, 

- • • 

üvährend die Gleichungen (16.) und (17.) in die folgenden übergehen: 

(18.) . 16a:(/+16|) + «/9„ = le^cJ, 
• (19.) Ux+lßi = d. 

Nun sieht man unmittelbar, dass, wenn a^, «i, /^^^ ßi diesen Gleichungen 
genügen, die Bedingung der linearen Transformation 

befriedigt wird, und es folgt ferner aus (19.), dass 

X = Xi+tv, ßi =b — lQvy 
worin r eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Setzt man den Werth 

16a? = cy-/(6~16r) 
in (18.) ein, so ergiebt sich die Gleichung 

16t?(/+16|) + «'/9o = 6(/+16^)-(y, 
welche sich, da ^ der grösste gemeinschartliche Theiler zwischen t+i6§ und 
f ist, stets auflösen lässt, und es folgen somit ao, a^, ß^^ ßi als lineare 
Transformalionszahlen von der Form 

ao~l (mod. 2), a, = 1 (mod. 2), /?o = (mod.l6), ßi = i (mod.2); 

es gehört diese Transformation somit zu dem Falle III des §.12 und liefert 
ffir den Multiplicator den Ausdruck 




d 

wenn k' denjenigen transformirten Modul bedeutet, welcher der Transformation 

«'«" Grades 

u 

16x »' 
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angewandt auf ein Integral mit dem Modul -r? entspricht. Da aber dieser 

Integralmodul, wie aus der Theorie der Modulargleichungen bekannt ist, im 
Allgemeinen dem reciprokißn Werlhe eines andern der durch die Repräsentanten 

« 

der nichtäquivalenten Klassen dargestellten Transformationen n^^ Grades, auf 
ein Integral mit dem Modul c^ ausgeübt, gleich ist, so wird, wenn AP eine 
Lösung der Modülargleichung der Transformation n^^ Grades für c* angiebt, 
jener Multiplicator der Transformation jetzt folgendermassen lauten: 




worin k, da die beiden zusammengesetzten Transformationen, als dieselbe Trans- 
formation auf dasselbe Integral ausgeübt, auch auf denselben transfofmirlen In- 
tegrdlmodul führen müssen, diejenige Auflösung der zur Transformation n^^ 
Grades gehörigen Modülargleichung ist, welche der Transformation 

/ 
161 r 
entspricht, also das dem M zugeordnete k. 

Wird nun die Lösung der Multiplicatorgleichung, in der -r statt c^ 

c 

gesetzt ist, und die der Transformation 

«0 

16a; u' 

entspricht, in der jetzt u, x^ v! fest bestimmte Werthe haben, M* genannt, so 
ist der Gesammtmultiplicator der aus den beiden Transformationen zusammen- 
gesetzten Transformation 




« + 16^ 



M'k = {-—)m% 



and es muss sooach die Beziehung statthaben: 

oder * . 

man wird somit, wenn man in der Mnltiplicatorgleicbung -j- statt c^ setzt, die 

C 

laC 

Grösse M in —r- zu verwandeln haben, d. h. es wird eine Lösung der Multi- 

it • 

31 • 
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plicatorgleicbung fflr die auf ein Integral mit dem Modul — r angewandte Trans- 

formation fi^®" Grades gleich sein einer einem andern, oben genau bestimmten, 
Repräsentanten der Transformation ii^®° Grades entsprechenden Lösung der 
Multiplicatorgleichung fflr c^ als Integralmodul, multiplicirt mit dem Quotienten 
aus dem ursprflnglichen Modul c und demjenigen transformirten Modul k, 
welcher dem M fflr jenen Repräsentanten zugeordnet ist. ^ 



§. 18. 

Irreductibilität der Multiplicatorgleichungen. 

Der Beweis der Irreductibilität der Multiplicatorgleichungen fflr einen 
beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne quadratischen Theiler stfltzt sich 
wesentlich auf die Theorie der unendlich vielen Formen der ^-Functionen, 
nach welcher 

(1.) e.»K+a.,o-.v.^(p'^^')_^^_^^ = C.d(e,r),.. 

ist, wenn 

(2.) x' = ^, e' = ,-^ = (a„+a.x')r, 

(3.) (hA-aibo = 1 
und q und m durch die Gleichungen bestimmt sind: 

endlich ist die Constante C nach Herrn Hermüe durch den Ausdruck gegeben : 

(5.) C = <yXe~^'"~^V-iF^, 
wenn 

in 

(6.) <J = e • , 

worin auch der Ausdruck 

(7.) <T= Il.e" ^' ^' 
in die folgende Form gesetzt werden kann: 
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I. für grade öi =2"/?, worin ß ungrade ist, 

1) wenn a grade, 

2) wenn a ungrade, 

(9.) .= '+'C-<)' t-l)^(:^)/Wy„., 

II. für ungrade ai, 

wenn zwei ganze Zahlen m und n durch die Gleichung 

Ol) = moi — 8«t 
bestimmt werden, 

min / aj—lV 

(10.) a = e~-(^y—^^a,, 

worin (--J^)^ ( — ) die bekannten Legendreschen Zeichen bedeuten. 

Um nun den Irreduclibilitätsbeweis der Multiplicalorgleichung zu führen, 
ist es nöthig, den Mulliplicator selbst erst noch in eine andere Form zu bringen. 
Da nämlich die Periodengleichung besteht 

C = ck)aK-\-aiaiK'^ 
aus der folgt, dass 



a = 



C_ 
K 



so ergiebt sich für die durch das Schema 

t 
161 /' 

dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen der folgende Aus- 
druck für a: 

(11.) ^ ^ T'K' 
oder da bekanntlich: 

(12.) C = y^(0,T)J, 

(13.) K=^&(p,^^)[ 
ist, 
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(14.) « = l *(''''^: 



8 

also : 



1—1 



(15.) *=fcl^_*ffl^ 



• s 

so dass, wenn c^ = 9®(t) gesetzt wird, die Multiplicatorgleichung, deren Irre- 
ductibilität nachgewiesen werden soll, die folgende Form annimtnt: 




y-i 

2 



(<«•) M^'W.^-^7^fi^) = o, 



11 



worin < jeden Theiler von n, ''= y und f eine jede der Zahlen 0, 1, 2, . .. t'— 1 
bedeuten soll. Angenommen nun, es hätte eine Gleichung mit (16.) eine 
Lösung von der Form 

(■^i)^ ^(o,T); 

gemein, so dass die Gleichung bestände 

ri7) F)a>'(T) (-i)~' ^(o,r); ( _ Q 



K«.-^) 



so würde eine Substitution von r+ißr stalt r sowohl die 9)-Function als die 

^-Function mit dem Modul r unverändert lassen, während die Grösse — j, — , 

wenn 

x—rd ^ Xi (mod. (?') 

gesetzt wird, worin x^ eine beliebige Zahl < cT ist, in 

übergeht, so dass aus Gleichung (17.) unmittelbar folgt, dass 

(18.) FL«(r),(^4^^l =0 

ist, wenn Xi =r gesetzt worden, und aus dieser Gleichung will ich schliessen, 
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dass auch der der Transformation 



1 
n 



zugehörige Multiplicatör derselben genfigt. Es ist nämlich im %. 9 gezeigt 
worden, dass eine lineare Substitution 

existirt, auf welche die Transformation 

J 
(?' 

ausgeübt dasselbe Resultat hervorbringt wie die aus den beiden nachfolgenden 
Transformationen zusammengesetzte Transformation 

1 Ö 



n 



a 



ü 



a. 






ßo ß. 
wenn die Transformationszahlen in folgender Weise bestimmt werden: 

flu = «09 01 = 16«!, 6o=16(r/3ü, bi = äß[y 
worin die Grössen »o, a[^ ß'^^ ß\ nur so zu wählen sind, dass 

ist. Wählen wir in unserem Falle 

«U = «1 = 1^ 

80 wird die Gleichung (18.) offenbar in die folgende flbergehen: 



(19.) 






*|0, 






Nun ist aber 

und wie leicht aus den Gleichungen (1.) und (4.) zu ersehen, da 
ist. 
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<Ö' ^T^)! = ^' ^(^' ^)3' = '^^^ ^5Ä^^ ^^' "^' 



und 



r^ » 



oder da 

(J, = (Ja = 1 
ist, 

6«— a«T V 



(20.) 






•(••^): 






3 

und es wird somit nur noch auf die Bestimmung des Verhältnisses der a 
ankommen. 

Nun ist aber nach I. 1. 



■^ = (^> 



V2 

und 



^ ^ (. + i(-i)'),.(^)-yj.^ 



und hieraus folgt, wie leicht zu sehen, 

ji-i 

und somit auch 

^1 o.^n b.—a.T^'' 



(_1)2 ^\y. a^r-b,K &(0, T)\ . 



11 
es geht daher die Gleichung (19.) Ober in 



(21.) fU«(t),J^ÄJ = 0, 
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woraus also folgt, dass die Gleichang (17.) auch die zur Transformation 

1 

n 

gehörige Wurzel der Multiplicatorgleichung zur Lösung hat. 

Nun ist ferner in §. 9 gezeigt worden, dass eine lineare Transformation 

bo bi 
existirt, auf welche die Transformation 

1 
n 

ausgefibt, dasselbe Resultat hervorbringt, als die aus den beiden nachfolgenden 
Transformationen zusammengesetzte Transformation 



t 


«0 «1 


1 


a„f 


a^t 


t' 


ßo ßi 




ßj' 


ßj' 



wenn die Transformationszahlen den folgenden Bedingungen genfigen: 

Oi) = oit, ai = 16ai,- 6o = 166gf', bi = b[^ 
«ü = a.'j, ai = i6a[t, /?ü = 166i, ßi = tb'i^ 

worin die Grössen ai)^ a'i^ 6u, b'i so zu wählen sind, dass 



tchbi — \&ta^b^i = 1 



ist. 



Wählen wir wieder 



' r 4 

au = ai = 1» 



so wird die Gleichung (21.) in die folgende äbergehen: 

6»— a„TV 



(22.) 






Po -«» TT 



^lo, 







= 0. 



Nun ist aber 



»■"(^) = »'w. 



und ahnlich wie vorher 

Journal für Mathemaük Bd. LXXII. Heft 3. 
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-«.16 



^(^' ^7^).= C;f d(0,T)| = <n<^ : -^^ X &(0,t)U 



^ I 0, ^^J^ W Cl^ (O, -^);= <JJ <^ : -^3^=^ 






oder da 



ist, 



(J, = Jj = 1 



6«— a«T\* 



(23.) 



^V"'a.T-fr.A _ g? »(0,T); 



*|0, 






Nnn ist aber 



<+i 



_ <<1 +«(-<)' -' 



»; = ( 



•2 



).2*, 



oj 



= (-ütitoi,)-.<'(W.,,, 



also 



<': _ (-0 



1—1 

2 



and somit auch 



'^ ' 0.1--6.A _ (-1)^ »CO. T); 



*|o, 



Ä-«o7r 
«17- — Ä 



' <».^): 



Es geht daher die Gleichung (20.) über in 



(24.) fU«(t), 



2 



(-i)^ »(0,r)J 



5 = 0, 



woraus folgt, dass die Gleichung (17.) die zur Transformation 



t 
t' 
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also nach dem ersten T heile dieses Beweises auch die zar Transformation 

/ 

gehörige Wurzel der Multiplicatorgleichung zur Lösung hat. Da die Gleichung 
(17.) somit alle Lösungen der Multiplicatorgleichung zu Wurzeln haben muss, 
so ist die letztere irreductibel. 



§. 19. 

Entwicklung der Multiplicatorgleichung für einen beliebigen unpaaren 
Transformationsgrad ohne quadratischen Tbeiler. 

Es erübrigt endlich noch, eine Methode anzugeben, durch welche man 
für jeden unpaaren Transformationsgrad ohne quadratischen Theiler die zuge- 
hörige Multiplicatorgleichung wirklich herstellen kann, und zwar wird sich eine 
solche vermöge früher aufgestelller Beziehungen unmittelbar ergeben, wenn 
man erst den Grad der Coefficienten der Multiplicatorgleichung in Bezug auf 
den vorgelegten Integralmodul bestimmt haben wird. 

Nun war aber in §.17 gezeigt, dass, wenn man in der Multiplicator- 
gleichung 

— T statt c^ setzt, die Lösungen derselben in ~t- übergehen, oder dass für 

jedes durch einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen transformirte 
k die Gleichung 

mit der Gleichung (1.) eine Lösung gemein hat. 

Lässt man nun c verschwinden, so werden nach §.15 die Lösungen 
k der zur Transformalion »^^n Grades gehörigen Modulargleichung ebenfalls 
verschwinden, wahrend die if endliche, von Null verschiedene Werthe annehmen, 
welche gleich der Einheit oder Brüche sind., deren Zähler die positive oder 
negative Einheit und deren Nenner Producte aus den Primfactoren der Zahl n 
sind. Da nun auch die Gleichung (2.) für die verschiedenen transformirten 
Werthe k dieselben Lösungen haben muss, also, wie leicht zu sehen, wenn 

32* 
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t' Z> ty keins der Glieder unendlich werden darf, so wird sich hieraas un- 
mittelbar eine obere Grenze fär den Grad der Functionen 

ergeben. 

Da nämlich 

^ — T V^ — p y — A ,e .q — 3iöTi$ f v . -48 7<^- 3/^^ — ' 

also für verschwindende e^ wofQr auch q sich der Null nähert, 

(3.) lim* = 2^e *' .limj^'' 

und 

(4.) limc = 2Mimj* 

ist, so wird offenbar, wenn der Grad der Function 

in Bezug auf (? mit r bezeichnet wird, die Bedingung dafür, dass der Ausdruck 

nicht unendlich wird, oder dass 

/•2 



iL 



endlich bleibt, dadurch ausgedrückt werden, dass 

|-^r+-gr oder 

oder es wird, da v der höchste Werlh von p ist, die oberste Grenze des 
Grades eines jeden der Coefficienten der Multiplicatorgleichung durch den Aus- 
druck bestimmt sein 



V f t'—i \ 



wenn man noch der Einfachheit wegen t* und t so wählt, dass dieser Ausdruck 
den möglich grössten Werth erhält. Nun ist aber 



V / V—t \_'^fA ^ \__^ '^ ^-^ 



und nimmt für i^n seinen grössten Werth an, so dass die oberste Grenze 
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für den Grad eines Coefficienten darch den Ausdruck 

V V V /n — 1 



" 2\ n y 



2 2n 

gegeben ist. Ist n eine Primzahl, also v=n+i^ so erhält man als oberste 
Grenze den Werth 

n+1 /n — 1\ n— 1 , n — 1 



n V 2 / ~ 2 ^ 



2n 

oder • den Werth ~ *). 

Nachdem nunmehr fQr die allgemeine Multiplicatorgleichung (1.) eine 
Zahl gefunden ist, die der Grad der einzelnen CoefQcienten derselben nicht 
übersteigen kann, wird es leicht sein, diese Coefficienten selbst zu finden. 
Da nämlich nach §. 18 fQr den Bepräsentanten 

n 
1 

der Multiplicator durch den Ausdruck gegeben ist 

und ausserdem 

c* = 2*g{(l+9')(l+g*)...r(l-j)«(l-g^)«..., 

SO werden, wenn man die Coefficienten der Multiplicatorgleichung in der Form 
annimmt 

2 

in den obigen Ausdrücken für M, ^ und deren Potenzen nur so viel Glieder 
zu entwickeln sein, als die Anzahl der unbestimmten Coefficienten 

ÖÜ9 ^H • • • ö„_i Oo, Ol, ... On—\ • • • ^^^ ^19 • • • ^i»— 1 

nöthig macht, um die letzteren dadurch, dass man die Coeflicienten der ein- 
zelnen Potenzen von q verschwinden lässt, zu bestimmen. Für die wirkliche 
Herstellung der Gleichungen ist zu beachten, dass die oben (§. 17) gefundene 
Form der Coefficienten der Multiplicatorgleichung 

9j(c^l-c')) oder (p{c\l-c^)){c]-c') 
eine wesentliche Abkürzung der Rechnung gestattet. 



*) Ich will bemerken, dass, wie leicht einzusehen; der Coefficient von M* den 



Grad — tz — wirklich erreicht. 
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Ich will nunmehr die Rechnung zur Herleitung der Multiplicatorgleichung, 
welche zur Transformation dritten Grades gehört, anstellen. 

Da in diesem Falle nach §.17 die Multiplicatorgleichung die Form hat: 

indem ^^^ = 1 die oberste Grenze des Grades der Coefficienten liefert , so 
wird, wenn man 



(i + 29»+29" + ...y 

und 

c^ = 165(1-85+445^- 192j^-...) 

in die obige Gleichung einsetzt und einige leicht ersichtliche Reductionen vor- 
nimmt, die folgende Bestimmungsgleichung erhalten: 

(1 + 165+1125^+. .)-3aü(l-325+2565^ + .-.)(l + 125+605'+- .) 

+ 9ax(l+85+245'+...)-27a2(l+45+45'+-.)(l-325+2565'+.. 0-27 = 0, 

oder, wenn man die Coefficienten von q^^, q\ 5' der Null gleich setzt, die drei 

Gleichungen : 

l-3a„+9ax-27a2-27 = 0, 

^ 16 + 60aü + 72ai + 756fl2 = 0, . 

112 + 204ao+216ai-3564a2 = 0^ 
woraus sich 

flü = — 19 «1 = 2, »2 = 
ergiebt, und wir erhalten somit die zur Transformation dritten Grades gehörige 
Multiplicatorgleichung in der Form 

if*-|(l-2c')3r + 2ir-^ = 0. 
Genau in derselben Weise erhalt man die zur Transformation fünften Grades 
gehörige Multiplicatorgleichung, deren Coefficienten nur Functionen von c'(l— c') 
sein können: 

if'+i(256c'(l-c^~26)i»f^+llJ»f*-12itfH7J»f'-2M+i = 0, - 
Aus den in der vorliegenden Abhandlung behandelten Gleichungen lassen 
sich nun aber alle in der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf- 
tretenden Gleichungen ableiten, welche den gegebenen Integralmodul, den 
transformirten und den Mulliplicator der Transformation mit einander verbin- 
den, indem man nur auf die Modulargleichung, die (r^l/)-und die Multiplicator- 
gleichung nach den Methoden, wie ich sie oben angegeben, Transformationen 
des ersten oder zweiten Grades anzuwenden hat. 

Heidelberg, im December 1869. 
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Bemerkungen zu der Abhandlung: 
„über hypergeometrische Functionen n^ Ordnung^^ 

in diesem Journal Bd. 71 S. 316. 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 



1. 

Xn meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66 No. 7) ist gezeigt, dass in 
der Klasse der eben daselbst No. 4 Gleichung (12.) cbaraklerisirten Differential- 
gleichungen, den Fall einer Differentialgleichung erster Ordnung mit drei 
singuläreii Funkten abgerechnet, diejenige, welcher die durch die Gausssche 
Reihe darstellbaren Functionen genügen, die einzige ist, welche durch die 
singulSren Funkte und die Exponenten der zu den einzelnen singulären Funkten 
und dem Unendlichkeitspunkte gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen, 
oder, was dasselbe ist, durch die Wurzeln der zu diesen Funkten gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen allein vollständig bestimmt werden. 
Ist n die Ordnung der Differentialgleichung (12.) No. 4 meiner angeführten 
Abhandlung, q die Anzahl der gegebenen und bestimmten singulären Funkte 
derselben, so ist, wie aus No. 7 eben daselbst zu ersehen, die Anzahl der 
nach Festsetzung der Wurzeln der Fundamentalgleichungen noch verfügbaren 
Constanten der Differentialgleichung: 

'e - -2 

In der in der Ueberschrift genannten Abhandlung nimmt Herr Pochhammer 
diesen Satz zum Ausgangspunkte seiner Untersuchung. Er betrachtet dön 
Fall Q = n und verfügt, nachdem er für jeden einzelnen singtilären Funkt 
und den Unendlichkeilspunkt die Exponenten fixirt, Ober die übrigen 

• ■" 2 

Constanten der Art, dass er zu einer Differentialgleichung gelangt: 

(A.) 9(^)0+1/ (-l)"-*[(i-Ä-l).-»9'^"-*'(^)+(i-Ä-l).-wV^-*-'\*)]5 = 0, 



BtWUTWUMgCM 



WO 



q>{x) = (a?-a,)(a:-a2)...(a:-ö,), 

indem 6|, 6,9 • • • 6., 1 willkürlich gegebene Constanten bedenten (s. seine 
Abhandlung AbschniU I. Gleichung (16.)). 



Um xor Differentialgleichung {A.) zn gelangen, stellt Herr Pochhammer — 
wenn ich mich in der von mir gd)rauchten Terminologie ausdrücke — die 
Bedingung auf, dass die determinirenden Fundamentalgleichungen für jeden 
singulSren Punkt die Wurzeln 0, 1, 2, ... »—2, für den Unendlichkeits- 
punkt aber die Wurzeln — i+l, — i+2, — i+3, ... — i+n— 1 haben, und 
dass die diesen Wurzeln ak Exponenten zugeordneten Integrale für jeden sin- 
guliren Punkt gwadezu, für den Unendlichkeitspunkt aber mit x"^^^ multi- 
plicirt in dw Umgebung des bezüglichen singulSren Punktes oder des Unend- 
lichkeitspunktes eindeutig, continuirlich und endlich werden und in denselben 
Punkten von Null verschieden sind. 

Der analytische Ausdruck dieser Bedingungen ist durch No. 7 meiner 
Abhandlung dieses Journal Bd. 68 implicite gegeben. Soll fflr einen sin- 
gulAren Punkt o die determinirende Fundamentalgleichung die Wurzeln 
0, 1, %y ... «—2 und ausserdem die Wurzel fi enthalten, so hat man da- 
nach airW FAtte zu unterscheiden: 

Entweder ist ,u keine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden 
die Wurzeln 0, 1, 2, ... n— 2 eine Gruppe für sich, und der dort angegebene 
Hualytis^che Ausdruck fQr die Bedingung, dass die dieser Wurzelgruppe ent- 
»preohende Integralgruppe in der Umgebung von a von Logarithmen frei sei, 
l«tt iiiU den Gleichungen des Herrn Pochhammer identisch, wenn man in 
letztoroM P^{m) für Ä*(ar) setzt. 

Oder /* ist eine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden alle 
n Wurzeln 0, 1, 2, . . . n — 2, /i eine einzige Gruppe. Der analytische Aus- 
druck der Ihullngung, dass die dieser Wurzelgruppe entsprechende Integral- 
yruppo von Logarithmen frei sei, wie sie No. 7 meiner Abhandlung Bd. 68 
irli)bt| eulhflll nisdonn ausser den Gleichungen des Herrn Pochhammer noch andere 

lul Innbesondore /i gleich einer der Zahlen 0, 1, 2, ... n — 2, so 
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folgt schon aas No. 6 meiner Abhandlung Bd. 66, dass die Integralgruppe 

Logarithmen enthält. 

i 

Dasselbe gilt vermittelst der Substitution ^="r f^r den Unendlich- 
keitspunkt. — Wir haben also das Resultat: 

Die Behauptung des Herrn Pochhammer, dass stets die Integrale der 
Differentialgleichung (A.) für jeden singulären Punkt oder fflr den Unendlich- 
keitspunkt mit Potenzen resp. von x — a oder x multiplicirt in der Umgebung 
von a oder des Unendlichkeitspunktes eindeutig, continuirlich und endlich sind, 
ist nicht richtig. 

3. 

Auch die Einschränkungen, welche Herr Pochhammer im II. Abschnitt 
seiner Abhandlung für die Werthe von 6x, 629 ••• b^^ ^ macht, ändern in 
dieser Beziehung nichts. 

Es sei mir gestattet, ein Beispiel hinzuzufügen, auf welches ich nachher 
noch einmal zurückkommen werde. 

Es sei 11=2, ai = 0, Oa^l, und den eben angefübrlen Einschränkungen 

in Bezug auf 61, 629 ••• b^^ ^ gemäss 61 = 1^, 62 = 1^9 ^ = ^79 so ^^^^ 
die Differentialgleichung {A,): 

(1.) Ax{x-i)-^-8i2x-i)^-^2iy = 0. 

Versucht man dieser Differentialgleichung in der Umgebung von x = durch 
eine Reihe 

y = laCaX' 

zu genügen, in welcher Cy von Null verschieden ist, so müsste für k = 
0, 1, 2, . . . in inf. 

(2.) 4(&+l)(&-2)c,+i = (4&'-20&+21)c, 

sein. Allein für A = 2 verschwindet der Coefficient von c^^i, aber nicht der 
Coefficient von c^ dieser Gleichung, wie es sein müssle. 

Ebenso wenig ist in der Umgebung von o; = 1 eine Entwickelung 
der Form 

y = l:,c,{x^iy 

möglich, wenn C(, von Null verschieden sein soll. 
Setzt man x=—^ so erhält man aus (1.) 

(!».) 4(l-0/^-^ + 8(3-2/)/-^+21y = 0. 

Jounal fOr MathenutUk Bd. LXXU. Heft 3. 33 
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Die Warzeln der zu / = gehörigen determinirenden Fandamentalgleichung 
sind — I und —f. Setzt man 

so wird aus (l^) 

(1*.) 4(l-0<^+4(3/-l)-J— 71? = 0. 
Dieser Differentialgleichung kann man nicht durch eine Reihe 

V = -I.e.«- 



genfigen, wo c^ von Null verschieden ist, was wie oben folgt. 

Ueberhaupt hat die zu irgend einem singulSren Punkt a^ der Diffe- 
rentialgleichung (A.) gehörige determinirende Fundamentalgleichung ausser den 
Wurzeln 0, 1, 2, ... « — 2 die Wurzel b^+l—i^ und wenn diese eine po- 
sitive oder negative ganze Zahl ist, so können nach No. 2 die Integrale der 
Differentialgleichung (A,) in der Umgebung von a^ Logarithmen enthalten. — 
Die zum Unendlichkeitspunkte gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
bat ausser den Wurzeln — X-f-l, — A+2, — A + 3, . . . —k+n—i noch die 

Wurzel «— i — (6i + fri+'*' + 6»)- Ist also bi + bi-] h*» eine positive oder 

negative ganze Zahl, so können die Integrale der Differentialgleichung {A.) in 
der Umgebung des Unendlichkeitspunktes Logarithmen enthalten. 

In der That sind in dem obigen Beispiele für die singulären Punkte 
und 1 die zu der Wurzel Null, für den Unendlichkeitspunkt die zu der Wurzel 
— l der bezflglichen determinirenden Fundamentalgleichungen gehörigen In- 
tegrale der Differentialgleichung (1.) mit Logarithmen behaftet. 

4. 

Wir finden das obige Resultat auch bestätigt, wenn wir die im Ab- 
schnitt 11. der Abh. des Herrn Pochhammer behandelte Integration der Dif- 
forontiülgloichung (yl.) durch bestimmte Integrale einer Prüfung unterziehen. 
Es wird duselhst verificirt, dass 

y,. r-^ß\u'-a,)'^'\u^a,)'*-'...{u^a:)'-'\u^xY'-'du und 
y, ■ - fUu-a,f^'\u'-a^f^'\..{u^a:t^-\u'-xy-'du 



II i 



ifilograle der Differentialgleichung {A.) sind. 
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Wir wollen uns jedoch nicht bei dem Umstände aufhalten, dass man 
erst dann die Differentialgleichung (A.) als durch diese Functionen von x in- 
tegrirt ansehen könnte, wenn der Nachweis geliefert wäre, dass man aus den- 
selben ein Fundamentalsystem von Integralen herstellen könne, d. h. ein solches 
System, zwischen dessen Elemeoten keine identische lineare, homogene Re- 
lation mit Constanten CoefGcienten stattfindet. Wir wollen daher zulassen, dass 

z. B. y^y yi2yyn^ . • . yt-2ÄH-M y*-it+M y*+i*+29 • • • y»-i«i y* ein Fundamental- 
system bildet, und die Entwickelung dieser Functionen in der Umgebung von 
a* prfifen. 

Zunächst muss das von Herrn Pochhammer adoptirte Princip, dass ein 
bestimmtes Integral als Function eines Parameters aufgefasst eindeutig sei, 
fvenn die einzelnen Elemente desselben eindeutig sind, zurflckgewiesen werden. 
Ich will hier nicht auf die Behandlung solcher Functionen nach diesem Ge- 
sichtspunkte tiefer eingehen, verweise vielmehr auf meine Abh. Bd. 71 dieses 
Journals ^die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale etc.^ Ich 

• 

will nur bemerken, dass man nicht übersehen dürfe, dass sich auch die Inle- 
gralionswege und die Integrationsgrenzen ändern, und dass schon die einfachsten 
Beispiele die Unzulässigkeit des genannten Princips zeigen. Betrachtet man z. B. 



i 

als Function von x, so ist um jeden Punkt x eindeutig, aber v = 

U ~~~ X 

log(^ "~. ) ist nicht eindeutig um a: = und x=l. 

Es lässt sich in der That auf anderem Wege beweisen, dass die Function 
y^y, wo fi und V von k verschieden sind, und der Integrationsweg nicht durch 
ük geht, in der Umgebung von Ok eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Denn man kann bei einem Umlaufe von x um a^. den Umlaufskreis so 
klein annehmen, dass der Integrationsweg von y^y ganz ausserhalb desselben 
liegt. Man hat alsdann 

mod. {x—Otf) <C mod. (w—a*)? 
so dass, wenn man setzt 

(1.) y,^ = |j,(a:-a,)/''''y*W(«--aO'*"''"""'rf^. 

wo 4 <Ile successiven Binomialcoefficienten von X—i bedeutet. Die hier 

33* 
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vorkommenden Integrale sind endlich, weil der Integrationsweg nicht durch 
ük geht, und weil aber die Grössen 61, 629 ... K und l solche Dispositionen 
getroffen sind, dass ^^(t^) »uf dem ganzen Wege endlich ist. 

Herr Pochhammer lässt bei seiner Beweisart zu, dass der Integrations- 
weg durch Gk gehe. Aus unserem Beweise ist zu ersehen, dass dieses un- 
zulässig. Aber abgesehen hiervon kann man aus No. 7 meiner Abhandlung 
(dieses Journal Bd. 71) sehen, wie die Eindeutigkeit aufgehoben wfirde, falls 
der Integra tions weg durch a^ ginge. 

Ebenso folgt, dass y„ in der Umgebung von Ot mit (a:— a^t)"^"*'*"'** mul- 

tiplicirt eindeutig ist. In der That ist es bei einem Umlaufe von x um aj^ 

möglich, den Inlegralionsweg von a^ nach x ganz innerhalb des Umlaufskreises 

zu erhalten, so dass 

mod.(w— a^) ^ mod(a? — a^). 

Man hat alsdann 

Ist /i von k verschieden, so ist 

mod.(tt— a*) <C mod. (a^ — a*), 
folglich ISsst sich V^{u) nach positiven ganzen Potenzen von u—at entwickeln^ 
Es sei demnach 



J 



U 

SO folgt 

(2.) yu = (a?-aO^"*"^*"'-ia-tcPayc«(a? -«*)'• 







Anders eerhäU es sich jedoch mit y^. Während nämlich x um a„ einen Um- 
lauf macht, so ist nicht bloss die obere Grenze, sondern auch der Integralions- 
weg zu ändern, so dass er durch keinen der Punkte ai, Oj? • • • ^» hindurch- 
führt. Hierdurch geht y^ nach einem solchen Umlauf im Allgemeinen in eine 
lineare homogene Function der übrigen Integrale des Fundamentalsystems über, 
muss also in der Entwickelung für die Umgebung von ük Logarithmen ent- 
halten (vergl. meine Abh. Bd. 71 No. 5 bis 7). Da a« eine beliebige von a* 
verschiedene der Grössen »i, a^, . . . a^ ist, so folgt, dass die Behauptung 
dos Herrn Pochhammer y yy sei in der Umgebung von a^ eindeutig, wenn k 
von V vorschieden ist, allgemein nicht richtig ist. 

Ich will lolzteroH noch durch ein Beispiel erläutern. Nimmt man, wie 
in No. 3, fi^ 2, fti^- 11, 6, = U, i = 2i, so ist 
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(3.) y = f'uk{u-i)i{u-x)idu 

ein Integral der Differentialgleichung (1.) in No. 3. 

Befindet sich x in der Umgebung von 1, so kann man den Integrations- 
weg in ff so wählen, dass beständig 

mod (ti — 1 y > mod (a? — 1 ) mod(tf— 1) < 1. 

Es sei daher 



(i+H)=|.^.(H)^ 



ii» = (i+ii-i)»=-2:»6»(«-i)». 

Es ist dann 

„i(„_l)4(„_a,)4 = (!_«)' jj.ß,(x)^^+r(«,a:)j, 

wo 

R,{x) = ?c«o+?c+i«i(^-l) + ?c+2«2(iP-l)^+— in inf. 

und T{u^ x) nur positive ganze Potenzen von ti— 1 und x—i enthält, also 

•(4.) y = -R,{xXx^iyiog{i^x) + S(ix), 

wo iSi(a;) nur positive ganze Potenzen von x—1 enthält. Dieses Integral 
gehört zur Wurzel Null der dem Punkte x=^i angehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (1.) No. 3. 

5. 

Schliesslich ist noch anzuführen, dass von einem allerdings ganz ver- 
schiedenen Gesichtspunkte aus bereits Herr Tissot im 17. Bande (Jahrgang 
1852) des Lioumlleschen Journals in der Abhandlung ^sur un delerminant etc.^ 
zu einer Differentialgleichung geführt wurde, welche im Wesentlichen von 
der Differentialgleichung (A.) des Herrn Pochhammer nicht verschieden ist. 
Auch hat Herr Tissot dieselbe durch bestimmte Integrale integrirt, welche 
wesentlich mit denen im 11^^^ Abschnitt der Abh. des Herrn Pochhammer 
übereinstimmen. 

Bezeichnen wir in der That die Integrationsvariable in den Integralen 
Ai des Herrn Tissot mit u statt mit x und setzen x für a^ i— 1 für n—m, 
6ji— 1 für —1»!, 62— 1 für — fih, 63— 1 für — 1113, ... 6.— 1 für — m,, endlich 
6"'"y(fi) für (p{u\ so ist 

A, = y^^*'^\u-aiy^-\u-a,y*-' . . . (ii-a,y«-Htt-^)^""' du, 
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mit den Integralen des Herrn Pochhammer im Abschnitt II. seiner Abb. Aber- 
einstimmend. 

Die Function a>(ti) bei Herrn Tissot wird jetzt 

F{u) und (p{u) in der Bedeutung des Herrn Ti$sot genommen. Nun ist 

F («) = (-1 )" (« - a?) y («) und 

tD(«) = (-l)-(«-x)y(«)r^?=^+i^+^=^ + ...+ i^=^l, 

wenn bei diesen letzteren Formeln 

9(ti) = (ii-ai)(ii-a2)...(ii-a,) 
bedeutet. Es ist demnach 

(2.) cD(ii) = (-l)-[(«-A+l)9(«) + («-a:)y'(fi)-(ii-ar)V/(ii)], 
wo 

xp{u) = y(ii)r-A_+ _*!_+...+ _A_], 

Man hat also 

(3.) {k+\)m^'\x)-kF^'^'\x) = (-l)"[(fi-A+l)9>^*Ha?)- V*~"H«)](*+1). 
Setzt man also in die DifferenÜaigleichung (7.) iVo. 7 der Abh. des Herrn Tissot 

und multiplicirt mit _r^ . , so wird dieselbe 

(4.) ij (-ir '+^ [(i-/-i)«-/+i9'-*-*-^ (^) + (i-/-i)^ v'-'^ (0?)] § = 0, 

wo festgesetzt ist, dass das Symbol m^ für ein negatives k verschwindet. 

Die DiiTerentialgleichung (4.) ist genau die Ableitung der Differential- 
gleichung (-4.). 

Greifswald, den 5. Juni 1870. 
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lieber die partielle Di0erentialgleichiing w^^" 

(Von Herrn L. Schläfli zu Bern.) 



Jun den folgenden Betrachtungen über diese Differentialgleichung hat mich 
das Lesen der von Herrn Battendorff herausgegebenen Vorlesungen Riemanns 
Ober partielle Differentialgleichungen veranlasst. Die genannte Gleichung ist 
ans der Lehre von der WArmebewegung in einem homogenen Körper, wenn 
die Temperaturen nur von einer Dimension abhangen, bekannt. Bedeutet näm- 
lich t die Zeit, x die lineare Dimension, w die Temperatur, so ist "37~ = «^5"^ 

die Bedingung für die VN'ärmebewegung innerhalb des Körpers. Setzt man 
aber t, x resp. in b'^t, abx um, so vereinfacht sich die Gleichung zu obiger 
Form, und man behält noch die Freiheit, irgend eine gegebcfne Distanz als 
Längeneinheit zu gebrauchen. Was ich in diesen Zeilen zu zeigen im Sinne 
habe, betrifft die Schwierigkeit, die allgemeine Lösung einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung den Oberflächenbedingungen anzupassen. Man wird sehen, 
dass wenigstens bei der vorliegenden Gleichung von grosser Einfachheit ihre 
allgemeine Lösung hinreicht, um allen in Herrn Hattendorfs Buche vorkommenden 
Fällen von Oberflächenbedingungen zu genügen; die Anwendung der allge- 
meinen Lösung auf die gegebenen Fälle wird nämlich durch die Kenntniss 
ermöglicht, wie die fflr die Anfangstemperatur gegebene willkürliche Function 
der Abscisse x der körperlichen Schichten den Oberfläcfaenbedingungen gemäss 
ausserhalb des Körpers fort zu setzen ist*). Es ist ferner mein Bestreben, 
das Fot/rtersche Doppelintegral zu vermeiden und Ausdrücke von gewöhnlicher 
Convergenz an dessen Stelle zu setzen. Da ich keine Verzweigungen einer 
Function werde zu betrachten haben, so möge man es mir nachsehen, wenn 
ich ausser dem Unendlichwerden noch eine mögliche Verzweigung einer 
Function in den Begriff ihrer Unstetigkeit aufnehme, und sie differentiabel 
nenne, um das Dasein aller ihrer Differentialcoefficienten anzuzeigen; ich 
gewinne so an Kürze des Ausdrucks, wenn ich nur zwei Begriffe habe, die 



*) Herr Fröhlich in Hohenheim sagte mir während der Redaction dieses Auf- 
satzes, dass Poisson im 19. Bande des Journal polytechnique diesen Gedanken ausgeführt 
habe. Aber dieses Journal stand mir nicht zur VergleichuDg zu Gebot 
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pt ox 

einander ausschliessen ; eine Function ist mir dann unstetig, sobald von irgend 
einer Ordnung an ihre Differentialcoefficienten aufhören. 

Für eine zufällige Gruppe von Werthen der Unabhängigen ty x ist 
die Function w differenliabel. Es steht frei, diese Gruppe mit / = 0, x = 
zu bezeichnen, da die Form der Differentialgleichung dadurch nicht geändert 
wird. Dann ist 

w = ^^C^„ — 1^ {m,n=^ 0, 1, 2, . ..), 

und die Diiferentialgleichung verlangt C^+i,m = 0^,1.4.2; folglich sind alle Coef- 
ficienten C«,» einander gleich, bei denen 2m +n denselben ganzen Werth hat. 
Man bekommt so eine Menge ganzer Functionen als particuläre Lösungen. 
Wird jede mit einer arbiträren Constanten multiplicirt, so betrachte ich das 
Aggregat der Froducte als allgemeine Lösung der Diiferentialgleichung. Wenn 
a eine nicht ganze Zahl bedeutet, so kann man auch die zwei Formen un- 
endlicher Reihen 



fa- 



n 



EÜ^ — Bin a « ^ ^ > . ,. rCn—a) ( x* y 



S)Aa-»+l) (2»)! n '-*>*>' (2«) 



X 



die für jeden endlichen Werth von -^ convergiren, als partikuläre Lösungen 

angeben; von solchen wird unten nur der Fall vorkommen, wo 2a eine un- 
gerade Zahl ist. Eine unendliche Reihe dagegen , die nach steigenden Po- 
tenzen von t fortginge, ist nicht möglich, weil — r nicht klein genug werden 

kann, dass a:" JS J: ^Ti\ \w ^*^ ^^^ ^^ ^^^ Differenz 1 stets wachsendes 
m convergirle. 
Wenn 

f(x) l'^Or) BS f(x), so ist die allgemeine Lösung folgender zwei Darstellungen 
fdhig, dio Ich als erslo und zweite unterscheiden werde. 



«To ml öx'- ~ .-S» (2ii) ! d(- ^«-Si (2n + 1)! dv 
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Wenn man w als Functionszeichen gebraucht, so entspricht die erste Darstel- 
lung der Anfangslemperatur «r (0, a?) = f (a?) , die zweite den in der Ebene 
x = und in der nächstfolgenden Statt findenden Temperaturen, d. h. sie ent- 
spricht den Angaben w(t,0) = F{t), |^(<,0) = G(0. 

Wenn die Functionen f(a;), F(/}, G[t) nur im Unendlichen unstetig werden, 

e"*^* \ {aco + b) da) noch convergirt, so kann man beide 
Darstellungen in bestimmte Integrale verwandeln. Denn man hat 

^ <X —OD 

und 

wenn co rechtläufig von —00 aus um herum nach — oc zurückgeführt, und 
cö"* im Augenblicke, wo co einen positiven Werth passirt, positiv verstanden 
wird. Die erste Darstellung giebt bekanntlich 



— » 



und, da diese Integralform der DiflTerentialgleichung genügt, wenn nur f{x) 
für reelle endliche Werthe von x nicht unstetig wird, so fällt die vorige Be- 
schränkung weg. Die zweite Darstellung zerfällt in folgende zwei Integral- 
formen, denen rechts diejenigen aus der ersten Darstellung, die mit ihnen 
äquivalent sind, zur Seite stehen: 



— » —00 



(^) -^r^-^'K'- ^)^ = -^re-g{2coil^x)do.. 



— » — » 



Die Integrationsvariable z kann nicht gerade (durch lauter reelle Werthe) von 
— oc nach oc gehen, sondern muss dem Werthe 0, es ist gleichgültig auf 
welcher Seite, ausweichen. Die willkürlichen Functionen der einen Darstel- 
lung werden auf folgende Weise durch diejenigen der andern ausgedrückt: 

(1.) F{t) = j-f\-'-'f{2i»^t)dw, 



(2.) fix) ^ -^f\-F{-^)d., 

— X 

Journal far Mathematik Bd. LXXII. Heft 3. 34 
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(3.) G{f) = -^/V"'V(2«>y/)rf«>, 



^ « 



(4-) ^(-) = -^/><-^)^-' 



—00 



wo der a-Weg umgehen niuss. 

Kann man mit obigen Integralformen vielleicht der Differentialgleichung 
auch noch genügen, wenn man ihnen eine variable Grenze giebt? 

Es sei * = e"**''f(2cü|//-t-a;), i2 = y *rfü>. Behandelt man zunächst 

-» • • . 

CO als unabhängig von t^ x, so hat man 

'df^ Vt öx ' dw" ^^'^ + ^]^ ß^ ^ dt dx' "■ 2Vt öxöw' 

durch Integration 

ör dx* "" 2/< öo? ' 
denn beide Seiten dieser Gleichung verschwinden bei a> = oo. Denkt man sich 
nun die obere Grenze co des mit S2 bezeichneten Integrals als Function von 
ty X und unterscheidet die betreffenden Ableitungen durch Klammern von 
denen, wo (o als unabhängig gilt, so hat man 

\dtJ \dx'J'''^\dt dx'J da)\dxJ ^dxdx'^dt dx' 

Die Mulliplicatoren von * und -^ sollen verschwinden. Der zweite giebt 

also CO = oi/t — ' ^^^^ ^®^ ®^^*® V^(0 = ^> folglich kann man co = o^^f 
als obere Grenze gebrauchen. Schreibt man einfach f(a?) statt \{x+c)^ nach- 
dem man x in x+c umgewandelt hat, so genügen die zwei Integralformen 



X 



— X X 

unA-j— / e~*^*^{x+2(0'^t)d(o der Differentialgleichung. 



X 

Tyt 



Setzt man ferner in Bezug auf die zweite Darstellung 
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dt ox 

SO hat man zunächst 

dZ d'Z i 80 



dt dx^ 2z dl 

vermöge der nntern Grenze, und dann 

\ dt y ^dx^y \dl dx* ^dxy / dt 2z\z dx /' 

X 

woraus ä= — . als obere Grenze folgt, wenn a die Integrationsconstante 

bedeutet. Für die Integralform (B) ist keine neue Rechnung nöthig. Man 
braucht nur in derselben sich F' statt G geschrieben zu denken und den vor- 
liegenden Ausdruck explicile nach x zu differentiiren, d. h. ohne z als Function 
von X zu betrachten. Da x ausser im Ausdruck für ^ nur noch im Quadrat 

— ^ 1) vorkommt, so ersieht man sogleich, dass die Bedingungen sich 

S ÖX ^ • 

nicht ändern. Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann man t—(t durch / 
ersetzen und sagen, in der zweiten Darstellung durch {Ä) und {ß) seien die 

X X 

zwei Grenzen a = ^-^ und ä = — ^-^ möglich. 

Es liegt uns noch ob, diese Integralformen mit variabeln Grenzen gegen 
einander zu vergleichen. Wenn wir G in 



217 



durch die Formel (3.) ersetzen wollen, so müssen wir trachten, unter dem 
Functionszeichen g* eine einzige Integrationsvariable zu haben, und setzen 

daher cü=— , wo r^ = j5'— ^. Dann ist 

t 

Aendert man die Folge der Integrationen, so hat man 



X 



bei tfj=oo verschwindet. Da g{2ip}^t) als ungerade Function bei yj=0 ver- 
schwindet, so bekommt man durch partielle Integration 






34 
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Aber a* (l + ^) = r'+ ^^^ + 1^'+ "f^ r ^r" = ;t * Setzt man der Kürze wegen 
277 = *» '•+-7 = P» »■— 7 = ^' ^° '^^ 

Da j9 von oo auf sein Minimum )/6 herab und wieder zurück -geht, q dagegen 
stelig von — oc bis c» läuft, so ist 



—00 

X 



wo man sich V'^^^öT? S^^®*^* denke. War im ersten Ausdruck für S 
die untere Grenze, also x^ positiv, so konnte z lauter positive Werlhe durch- 
laufen. Setzt man unter dieser Annahme — p= /i und kehrt den Integrations- 
weg um, so hat man 

I) 

einen Ausdruck, den man bequem nach x diiTerentiiren kann. Ist dieses ge- 

schehen, so stelle man -^ = ^ wieder her und schreibe mit Beachtung der 

Uebereinstimmung der Formeln (1.) und (3.) F, fresp. statt G^g. Dann hat man 
folgende zwei Gleichheiten zwischen den Integralformen mit variabler Grenze: 



X X 

Wt 2\1 



Man denke sich hier x positiv, damit der jss-Weg in die Realitätslinie fallen 
könne. Stellt man jeden dieser vier Ausdrücke als das Doppelte seiner Hälfte 
dar, wandelt in der andern Hälfte z, co resp. in — ä, — co um und berechnet 

(^)~i(C)-i(C}, (ß) + i(I>)+.l(D), so kommt: 

(5.) l "JTT 

X X 

""lüT ITT 
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dt ox 






2/i 

(6.) ( ""^ 

^ 7n\J ^~'''9{^^}'t+x)d(o+f e-"" g{2w^t-x)d(o\ 



X 



Aus diesen Gleichheiten, wo der «-Weg umgehl, ersieht man die Ver- 
änderung, die die linken Seilen von (C) und (D) erfahren, wenn die Ab- 
scisse aus dem positiven Werth x in den negativen —x übergeht. 

Die linke Seite der letzten Gleichheit heisse S. Um sie in eine 
Summenreihe zu verwandeln, wollen wir z. B. annehmen, der a-Weg gehe 

X \ 

nördlich um (1 liege östlich, % nördlich von 0), und ^ = 27i"7~ ^^'^^^5 
dann geht y mit der Phase —^n von 1 aus rechtläufig um herum und nach 
1 zurück, wo es mit nuller Phase anlangt. Man bekommt: 



« = -T7^ß~^'^i'i^-y))w^^y- 



Entwickelt man beide, Exponentialfunction und (7 -Function, so wird S zur 
Doppelsumme, deren allgemeiner Term (für m, « = 0, 1,2, ...) 

16t. Da 1 — e'^-"-*^(-^^^ = 2, so hat das auf y bezügliche Integral den Werth 



g rCm + i)r(-~n + i) ^ ^_^y 



2n,m\ 



Beachter man noch, dass 2^".«!/'(«+^) = |/7r.(2i«)!, so bekommt man: 

X 



X 

2i7 



und durch Differentiation nach x u. s. w. 



(7.) -f/ e-'-FU-^^di = 22 A^^ TlTT^ 



^»+1 



Dieses sind die irrationalen Entwicklungen, von denen im Eingang die Rede 
war. Es folgt daraus, dass die Integralformen (C), (D) als Summen .der 
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rationalen und ganzen Entwicklungen fär {A) , (B) und der irrationalen in 
(7.)? (B.) sich darstellen. Den Umstand weiss ich mir nicht zu erklären, dass 
für ein positives a;^ wenn t auf herabsinkt, die Convergenz der Reihe (8.) z.B. 

aufhört, während die rechte Seite in (6.) deutlich zu g(x) = 2B^ .^ , r.^ wird. 

Um die Reihe (8.) auch noch dem Functionszeichen g anzupassen, 
unterscheide ich « = m--A für A = 0, 1, 2, . . . m und n = m+f^+i für 
^ = 0, 1, ... oo und bekomme 

wo 

das (2jU+l)^ Integral der ungeraden Function g{x) bedeutet, wenn jede Inte- 
gration von o; = an geschieht. Da 






so wird der erste Theil des Ausdrucks S zu 

-i^y e— '' [>(a; + 2£ü |//) -^ (a: - 2to 1^0] rf«»- 

"Was den zweiten Theii betrilR, so ist (2^)I/'(-|tt+i) = (-l)''2'''^!r(i). 
Dieser Theil wird also zu 

2 /»irr 4 / /•() /»2Kr \ 

= -^y ß-'-V (a:-2a> j/«) d(o = ^J e"''g{x-\-2o}it) dio^J e"'" gix'iw^ ()dio\ • 
Folglich 

""2p7 2v7 

was mit dem Ausdruck rechts in (6.) übereinstimmt, da -gf(a;-2cü|//)=flr(2cü]//--ar) 
ist. Dieser Beweis der Gleichheit (6.) könnte den durch Substitution einer 
Integralform in einer andern geführten Beweis der Gleichheiten (C), (D) 
ersetzen, wenn nicht die Entwickelbarkeit in Reihen auf einen so grossen 
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Bereich hinaus, wie soeben angenommen ward, eine stärkere Anforderung 
an die willkürlichen Functionen wäre, als ihre Differentiabiiität längs eines Inte- 
gralionsweges (im Endlichen wenigstens). 



Ich will nun die in Herrn Hattendorffs Buche gelösten Aufgaben auf die 
hier aufgezählten Formen des allgemeinen Integrals der partiellen Differential- 
gleichung zurückführen. 

I. Der Körper ist nur durch a?>0 begrenzt; «?(<, 0) = 0, und 

IT (0, a:) = f (x) sind gegeben. 

Aus -3T;;r('^0) folgt vermöge der Differentialgleichung -^-7;^ ('^ ö) ~ P^ 

und wenn beim Zeitanfang die Function w noch differentiabel ist, ^ ^L (^) = 0? 
d.h. f(a;) ist eine ungerade Function von x und möge daher wie früher mit 
g{x) bezeichnet werden. Man bekommt die Integralform (£), die, in die 
Gestalt 

U 

gebracht, der Differentialgleichung immer noch genügt, wenn auch die Function 
zwar irregulär wird, aber nur so, dass das Integral noch convergirt. Ich 
werde mir daher fortan erlauben, aus dieser Oberfldchenbedingung sogleich 
auf f (— a?) = — f(a;) zu schliessen, ohne etwas näheres über f(a;) auszusagen. 

IL Der Körper ist durch 0<ix<Ct begrenzt; f£?(/^0) = 0, fv{t^i)=0 
und f£?(0, a;) = f(a:) sind gegeben. 

Zunächst folgt f (— a;) = — f (a;) , f (1+a;) = — f(l— a:) und dann durch 
wiederholte abwechselnde Anwendung beider Bedingungen 

^Cin+x) = f (a:), \i2n--x) = -f (a:), 

wenn n irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die allgemeine Integralform erster 
Darstellung geht also in diesem Falle in eine Summe von Integralen über, 
deren jedes über ein Invervali von der Länge 1 sich erstreckt. Im Inter- 
valle 2n<Z2wyt+x<z2n + i setze man 2|/<.ö> = 2«— a; + a, im Intervalle 

-(2ii+l)<C2a>y^< + a:<-2« dagegen 2y'<.cü = -(2i»+a: + a). Dann be- 
kommt man 



fV 



da 






Vn J ^««-00 «=-« -^ ' ^ '^ 2/< ' 
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ein Ausdruck, der für frühe Zeiten stark converg^rt. Für ein sehr kleines 
/ kommt, wenn 0<Cx<Ci^ nur der zu i» = gehörende Term der ersten 
Summe in Betracht und liefert in der That w (0, o?) = f {x). Es ist auch so- 
fort klar, dass der Ausdruck den zwei Oberflächenbedingungen und der Dif- 
ferentialgleichung genügt. Vermöge des Uebergangs von einem Modul elliptischer 
Functionen auf den complementären ist 

2 e ** = y^Ti . |/< 1 + 2 ^ e-'^'' cos {nnx)\^ 
Der Ausdruck nimmt daher auch die Gestalt 

w = 2^e""'''''sin(«7ix)./ sin («ti«) f (a) rfa 

u 

an, die für späte Zeiten stärker convergirt als die vorige. 

III. Der Körper ist durch a?> begrenzt ; ir (0, a:) = und w {t, 0) = F{t) 
sind gegeben. 

Bei t=0 muss die Function w nothwendig unstetig werden. Denn wäre 
w (0, x) nicht nur für positive, sondern auch für negative Abscissen Null, so wäre 
vermöge der Integralform erster Darstellung überhaupt fr = 0, daher auch 
jr(<) = gegen die Voraussetzung. Die Integralformen (C) und (D) sind bei 
< = unstetig, wie die Reihen in (7.) und (8.) zeigen, und vertragen nur 

positive Zeit. Sie verschwinden für ein positives x^ wenn -r auf Null herab- 
sinkt, weil dann ihre zwei Grenzen zusammenfallen; aber thun dieses nicht 
für ein. negatives x. Wenn <>0, und wenn -t- auf Null herabsinkt, so 
verwandeln sich (C) und (Z)) resp. in 

^(') = -it/"*""' A2C« it) da. = 1 A, ^ , 

Jede der Fomnen (C) und (Z>), also auch ihre Summe erfüllt die Aufgabe, 
wenn man im Stande ist, den Ausdruck 



der an der Oberfläche gegebenen Temperatur anzupassen. Wenn indess von 
/ = aus irrationale Entwicklungen der Oberflächentemperatur zugelassen 
werden, so ist die vorliegende Summe nur zweier Reihen viel zu beschränkt. 
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Soll die Oberflächentemperalur bei ^ = dilTerentiabel sein, so passt nur die 
Integralform (C) ; uad wenn sie nur convergent bleibt, während F{t) irregulär 
wird, so erfüllt sie immerhin die Aufgabe. Man kann also 



X 



als Lösung derselben hinsetzen. Wenn man z. B. darin 

substituirt, so kommt in der That die Integralform (D) heraus. Aber der 
Einfachheit wegen werde ich im Folgenden die Form (C) unter der anfäng- 
lichen Voraussetzung gebrauchen. 

IV. Der Körper ist durch 0<Cx<ii begrenzt; tr(0, ir) = «?(/, 1) = 
und fv{t, 0) = F{t) sind gegeben. 

Es sei F{t) = --7-J e'"^'f{2a)yt)da). Ich versuche in der allgemeinen 

Lösung ^ = 7/~/ C*''f(2cü}/< + a?)rfa) die Function f(a;), die im Intervalle 

— » 
0<;a:<l verschwinden muss, ausserhalb des Körpers so zu construiren, 

dass die Aufgabe erfüllt wird. Im Folgenden sei y>0, 0<p<C2. Wenn 
f(y) = 0, f(— 1() = 2/'(y) angenommen wird, so ist die letzte Bedingung erfüllt 
und hört nicht auf, erfüllt zu sein, wenn man der vorläufig so angenommenen 
Function \{x) noch eine ungerade Function zulegt. Wird sie nach dieser 
Zulage wieder mit \{x) bezeichnet, so ist f(— 1() = 2/(1/) — f(y). Die Be- 
dingung w{t,l) = verlangt aber (nachl), dass f(l+!() = — f(l— 1() sei, 
woraus wegen tr(0,a:) = zunächst f(p)=0 und dann Oberhaupt f(2+y)=--f(— j() 
folgt. Geht man nun von f (p) = aus und wendet die zwei Bedingungen 

K-9) = ^r(y)-^(y), f (2+y) = -K-y) 

abwechselnd an, so bekommt man schrittweise: 

. f(-p) = 2/'(/,), f(2+p) = -2A/'), K-2-p)=2fi2+p) + 2f{p), 
f (4 +p) = - 2fi2 +p) -2rip), f (- 4 -p) = 2 A4 +p)-h 2f(2 + ;,) + 2/'(p), 

f (6+p) = -2fii+p)-2f{2+p)-2r{p), 

und so fort; im Intervalle — 2(«+l)<; a;<C— 2« ist also (wenn « eine po- 
sitive ganze Zahl bedeutet) 

f(a;) = 2ri-x) + 2fi-2-x)+- + 2f{-2n-x), 
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dt ox 



im Intervalle 2n<Z.x<i2{n-{'\) hingegen 

]{x) = -2/(a?-2)-2/(a;-4) 2f{x-2n). 

Schneidet man den Integralausdruck für w bei "^ = — ot;^ entzwei und wan- 
delt in der untern Hälfte co in —co um, so kommt 

ip = J 7~y^*^"''7(2tt> |//+a;-2fi) rfü> + J -^y V"7(2u> |/<-2fi-a;) dw. 

2»f "TTT" 

Beachtet man nun die Gleichheit (C), 



-^f%-'^^f{^2iDit^x)doy 



X 

2?T 



= -i^/'^-'^C'-^)* = -yn^^F'' ^n^-mt?- 



X U 

2V< 



ferner dass -57« n- = — -570 — ; — =r = --'3— 9 so sieht man, dass alle Ex- 

ponentialfunctionen sich zu einer elliptischen Thetareihe vereinigen, und be- 
kommt 

1 /»2K ö 00 -(-^^y 







= ;lr/'"J.<2«+->«"^'^^'''<'-i''-)f- 



U 

X 



Für ein kleines positives 077 kommt von diesem Summenausdruck nur der 

Term (ii = 0), der für ^=0 in F(/) übergeht, in Betracht, während die 

übrigen Terme (für a;=0) einander paarweise zerstören; also ist m?(/,0) =F(t) 
erfüllt. Dass auch die übrigen Bedingungen der Aufgabe erfüllt sind, ist so- 
gleich klar. Man kann daher die anfängliche Beschränkung der Function F{t) 
fahren lassen, wenn nur der Integralausdruck convergirt. Ausserhalb des 
Intervalles 0<a:<2 gilt diese Darstellung nicht mehr, sondern nur die 
vorige; denn die Verwandlung mittelst (C) setzte die untere Grenze aller in 
der vorigen Darstellung auftretenden bestimmten Integrale als positiv voraus. 
Die letzte Darstellung selbst olTenbart diesen Maugel. Wenn nämlich ß nahe 
bei ist, und man will das kleine positive x durch einen halben Umlauf um 
ins Negative führen, so wird nach mehr als einem achten Theile des Um- 
laufes xe"""''^* so ungeheuer gross, dass das Integral seinen Sinn verliert. 
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Da der letzte Ausdruck für />0, 0<Cx<i2 bei ß = sehr stark 
convergirt, so kann man die untere Grenze durch ein sehr kleines positives 
/3 = 2)/f ersetzen und dann die Thetareihe auf den complementdren Modul ver- 
wandeln. Setzt man noch ^ß'^ == u^ so kommt 

w = /'( j2«7isin(fi7Ta:)6-'"^)F(<-fi)rffi. 

Um dem Summenausdruck grössere Convergenz zu geben, inlegrire man wieder- 
holt partiell und definire die ganze Function xi^y ^) ^^^° Grades durch 



yg"y _ 



j- = -2'/(w,a;).y"' (wenn y abs. <27i), 

80 dass man 



=1 n 



hat. (Bis auf einen constanten Factor und. eine additive Constante ist x ^1^ 
von Raabe sogenannte Jacob- Bemouillische Function.) Dann ist 

w = L{tyX) + M{tyX) + N{t,x)^ wo 

Lit.x) = ^i^'^^^;.(2A+l,f)F<^>(0, 

Mit,.) = -i(-iy-|^ir^')(0)ii^e— , 







Für eine positive Zeit sind nun die Theile L, M von der Beschränkung auf 
das Intervall <C a? <C 2 frei geworden. Sie geben 

X' 



m /»•'/ 



L{t,x) + Lit,-x) = 2^-?/''H0 (2l)r ' 
il!f(,/, a;)+3/(7,-a;) = 0. 
Da nach der ursprünglichen Construction der Function f(x) jetzt 

«>{t, x)+iDit, -x) = :^y"^e-'-''^{2coy't+x)da)+y-J^'e-''^{2(o^t-x)d(o 

—X —X 

= ~y"V""[f(2co>//+a!) + f(-2wi//-a;)]dt« = ^J'"e-'"fi2wyt+x)d(o 



— X — » 

,22 



35 
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sein iDüss, so sollte auch 



N{t,x) + N{t,-'x) = 2 1 F^'\t) 



^21 



sein; aber man kann es hier nicht beweisen, weil die Convergenz des Inte- 
grals bei u^O sogleich aufhört, sobald x die positive Linie verlässt, um in 
die negative zu gelangen. 

V. Der Körper ist durch 0<;a:<Cl begrenzt; die Temperatur sei 

mit u (t, x) bezeichnet, ^^ = ^, (^ — ci/)(/, 0) = 0, wo c >> — 1 ; ferner 

sind fi(/,l) = und « (0, rr) = ä (rr), unabhängig von c, gegeben. (Eine üeber- 
setzung der Aufgabe pag. 153 bei Herrn Hattendorff,) 

Der unmittelbare Versuch, die gegebene Function h{x) ausserhalb des 
Körpers fortzusetzen, führt auf endliche Summen wiederholter Integrale, 
die zwar in Abgeleitete eines ersten Integrales (nach c) verwandelt werden 
können; aber ihre (dreifachen) Summen werden zu lästig, wenn man sie nicht 
in Integrale übersetzt. Es zeigt sich dann, dass die Einfflhrung einer jenem 
ersten Integrale entsprechenden neuen Function 

ß" u {ty z) dz 

(J 

die Rechnung erleichtert. Zugleich sei 

g (c, x) = ß-^y e" h {z) dz 



das erwähnte erste Integral. Es folgt nun trU, 0) = 0, also -^(', 0) = 0; 
ferner ist u = -r — \-cw. Die Differentialgleichung erster Ordnung (für ar=0) 
wird dadurch zu 3-t(^0) = 0. Setzt man F=-H7—-Tr-=^, so verwandelt sich 

ox ^ ^ ^ dt dx ' 

die partielle Differentialgleichung in -T— + cr=0, woraus V = e"'''''' (p {t) folgt, 

ÜX 

Aber nach dem Vorigen ist F(/, 0) = 0, also y(/) = 0, daher V{t,x)=^0. 

Folglich muss tr der Differentialgleichung 

öto _ ö'tr 

genügen. Aus dieser und aus tc(/, 0) = folgt 

(a.) fc{ty—x) = —w{tyX). 

Aus u{tyi) = und -^ = -^-f folgt, dass fi(/, 2 — rr) = —«(/, x), d. h. dass 
(^ c)w{ty2—x) =(-^ — [-c)tp{t,x) sein muss. Ersetzt man hier x durch 
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—a: and wendet (a.) an, so kommt 

(6.) (^ + c)tc{t,^+x) = -(-^-c)wit,x). 

Die zwei Bedingungen {a,\ (6.) müssen immer erfüllt sein, in welchem Inter- 
valle auch X liegen mag. Im Intervalle 0<;a:<;l ist w{0^x) = g{CyX) 
gegeben. Wenn c den durch die Oberflächenbedingung gegebenen festen 
Werth behfilt, so werde v)(0^x) einfach mit g(x) bezeichnet, welchen reellen 
Werth X auch haben möge. Die zwei Bedingungen (a.), (b.) geben dann: 

(a'.) g{-x) = -g{x). 

Kommt noch die Bedingung hinzu, dass die ^-Functionswerthe in den Löth- 
stellen, nämlich überall, wo die Abscisse einen ganzen Werth hat, nicht 
springen dürfen, so reichen alle diese Bedingungen hin, um die Fortsetzung 
der Function g{x) durch alle Intervalle hindurch völlig zu bestimmen. Wenn 
die Rechnung diese Fortsetzung in beliebige Ferne hinaus so ergeben wird, 
dass die Irilegralform 



= -^/'e-'"gCiioyt+x) 



— QO 



convergirt, so genügt sie vermöge (a'.) und {b\) von selbst schon den Be- 
dingungen (a.) und (6.), wie man leicht sieht, wenn man bei (a.) die Um- 
wandlung von ü) in — co zu Hülfe nimmt. Das Rechnungsergebniss ist folgendes. 
Die Hülfsvariable v trete an die Stelle des Elements c, so dass 






und es sei | = 





c + v 



G{v) = 2f\xnivz)h{i--z)dz = g{-^r, i)-g{v, 1), 



u 



\ 9 J iV(v) C—V 

Dann ist, wenn der geschlossene Weg, den die Hülfsvariable beschreibt, — c 
und c rechtläufig ein, aber alle Wurzeln der Gleichung — ^=0 ausschliesst, 
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für <C a: < 1 und alle ganzen Zahlen n : 

(9.) g {2n+x) = -^/M{y, x) ^dv, 

(10.) g{2n^x) = ^^fM{y,x)^'-dv. 

Vermöge der Bedingung {a\) ist äbrigens einer dieser AusdrOcke eine noth- 
wendige Folge des andern. Der Inlegrationsweg kann auch aus zwei kleinen 
getrennten Kreisen um — c und um c bestehen. Da c>>— 1 ist, so hat, wie bei 

Herrn Hattendorf bewiesen wird, die Gleichung — ^^^ = lauter laterale Wur- 
zeln. Ich bemerke noch z. B. in Bezug auf ein positives n, bei dem nur der 
Pol c in Betracht kommt, dass -^T—Ze"^^'"^-^^*^ jvr ^ ^ ^ *^^ ^®^^ "^^" ®^^^ 

J»f(y,a:)|* durch e'^^^'^^^- K"""^! ^9(^!ifL g» 

ersetzen darf, und dass gi^n+x) der GoefGcient der nullten Potenz von v—c 
in der Entwicklung von 

nach steigenden Potenzen von v—c ist, also aus einer dreifachen Summe von 
Abgeleiteten (nach c), aus G{c) und einer einfachen solcher aus ^(c, x) be- 
steht. Es erhellt sogleich, dass der Ausdruck (9.) für it = richtig ist. Be- 
achtet man ferner, dass 

(c+,,)j»f(-v,l)-(c-i^)J»f(v,l)==[(c+>^)e^~(c-v)6-^^ 

so sieht man, dass 

M (- V, 1 ) = 4- M{v, 1) ; zugleich ist Jlf (- v, 0) = M{y, 0). 

Betrachten wir die Löthstelle 2»^ so folgt aus (10.): 

und wenn man v durch —v ersetzt, wodurch | in -y- übergeht, während der 

Integrationsweg genau derselbe bleiben kann, da es frei steht, ihn zu einer 

Curve zu machen, die zum Mittelpunkte hat, g{2n) ^-^^ /M{v,0)^''dyy 

derselbe Ausdruck, der aus (9.) folgt. Also springt hier g{x) nicht. Dass 
auch g {x) es nicht thue, wird hieraus folgen, sobald bewiesen sein wird, dass 
die Bedingung {b\) erfflilt ist. 
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An der Löthstelle 2it+l giebt der Ausdruck (10.): 

g{2n+\) = - ^fM{y, 1)|— Vr = ^/mI^^v, 1) ^^^rfi^ = ^f^^^A^^^v, 

dasselbe, was aus (9.) folgt. Also ist aucli hier kein Sprung. 
Um die Bedingung (6'.) zu verificiren, beachte man, dass 

Daher ist 

(^ + c>(2n+2 + a:) + (^-c)^(2»+a.) = -2cÄ(a:)./^^^ 

denn das letzte Integral verschwindet, mag »>>— 1 eine Entwicklung nach 
Potenzen von v—c^ oder «<— 1 eine solche nach Potenzen von y-\'C ver- 
anlassen : für » = —1 ist es /— j r = 0. 

Da die Ausdrücke (9.) und (10.) allen Anforderungen genügen, so 
wenden wir sie in der allgemeinen Integralform 

IT = -1-^ V'*'V(2">l/<+a:)rfw 

—00 

an und bekommen, indem wir in der einen Hälfte der Intervalle 2a}^t=2n+a—Xy 
in der andern 2cü}// = --(2w + a + a:), ferner 



OD — ■ 



f|=:— 00 

setzen, 

(11.) fv = J-/'(±-/(e(y, a-x)-0(y, a+x))M(r, a)dv) 



da 

2Vi' 



wenn der i^-Weg — c und c rechllfiufig ein, aber alle Wurzeln der Gleichung 
co[r+c-^^^ = ausschliesst. Für frühe Zeiten convergirt dieser Ausdruck 
sehr; denn man kann die Hülfsvariable v fern genug von den zwei Polen — c 
und c herumführen, dass weder | noch -^ zu gross wird. Für / = kommt 
aus den zwei Thetareihen nur der Term in Betracht, dessen Exponent im 
Intervalle 0<:;a<ll ein Mal endlich wird, für 0<Ca?<;l also der Term 
(« = 0) in 6{v,a—x). Da 

zurückkommt, so wird «? (0, a:) = g' (c, x) , wie verlangt ward. Für a; = 
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verschwindet der Unterschied der zwei Thetareihen, so dass tv {t, 0) = wird. 
Dass die Erfüllung der Bedingungen (a.), (6) schon in derjenigen der Be- 
dingungen {a\\ {b\) enthalten sei, ist schon bemerkt worden. 

Untersuchen wir, welcheij Werth S die Integralform (11.) annimmt, 
wenn der Weg der Hälfsvariabeln v dem Horizont so nahe gebracht wird, 
als man nur will. Wenn p eine sehr grosse positive ganze Zahl bedeutet, 
so sind iV(fp7i) = (— iy«.2/?7r und N^—ipn) hinreichend von verschieden; 
fahrt man v ein Mal rechtläufig so um herum, dass sein absoluter Werth 
stets pn bleibt, so kann iV(r) unter Weges nie absolut kleiner werden als 
2p7x^ geschweige verschwinden; '§ weicht von — 1 nur um ein kleines von 

der Ordnung — ab, beide Thetareihen haben daher stets einen massigen end- 
lichen, nahezu von v unabhängigen Werth. Es fragt sich nur noch, welche 
Grösse M{y,a) erreicht. Man hat 

M(r.a) = / \ , \ y . r ^ — z — h(si)M 

y (v + c)e*' + (v — 0)6-" ^ ^ 

CL 

Liegt V östlich, so beträgt daher M{v^ a) ungefähr 

(J 

(die obere Grenze oc des zweiten Integrals bedeutet zwar nicht den Oslpunkt 
selbst, sondern die Stelle der Osthälfte des Horizonts, wo sich eben v be- 
findet; aber beides kommt auf dasselbe hinaus.) Liegt v westlich, so ist nach 
ungefährer Schätzung 



U 



(die obere Grenze cu = 00 des zweiten Integrals liegt der Stelle, die v in der 
Westhälfte des Horizonts einnimmt, diametral gegenüber). Für a = und 
a = 1 verhält sich die Sache in ähnlicher Weise. Diejenigen Theile des auf 
V bezüglichen Integrals, welche beide Hälften des Horizonts beinahe ganz, mit 
Ausnahme der Nordgegend und Südgegend, besetzen, betragen also nur ein 

kleines von der Ordnung . In der Nordgegend setze man v = ipn--Q, 

in der Südgegend y = — ip^r+p (p reell von einem massig grossen negativen 
bis zum entgegengesetzten positiven Werth), und man wird sehen, dass die 
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betreffenden Theile des Integrales -^^ 1 J/l(y,a)dv nur von der Ordnung 

sind. Die Buf a bezugliche Integration verändert diesen Grad von Kleinheit 

nicht. Also ist S mindestens ein kleines von der Ordnung: und kann 

^ pn 

daher so klein gemacht werden, als man will, wenn man die ganze Zahl p 
gross genug annimmt. Die logarithmischen Pole, welche der zu 5 gehörende 
v-Weg rechtläuBg umschliesst, sind c^ --c und alle unter dem absoluten 

Werth /?7i befindlichen Wurzeln der Gleichung co[v+cJ^ = 0. Daher ist 

S gleich der Summe der Integrale, die man durch den Umlauf in unmittelbarer 
Nähe um jeden der genannten Pole bekommt. Folglich ist — te? die Summe 

aller derjenigen Integrale, bei denen je eine Wurzel der Gleichung — ^-^ = 

umlaufen wird. 

Es sei «7, eine solche Wurzel; dann ist c = — Acolgi, |==e'"^*^; durch 
den Uebergang zum complementären Modul wird also 

e\%k,d) = 1/71.]// J g-(.;«-flmiC:r+a)a. 



C 



0(fi,a-a:)-0(a,a+ir) = -2ij/7i.>//^ J^e-^-^+^>''+'(-'''+^>«sin((w7r+i)a:)^ 

Da iV'(fA) = 2[(l+c)cos;L-AsinÄ] = -^^^(A^+c'+c), so ist 

i /' dv _ _c 1 

wenn 1^ in unmittelbarer Nöhe rechtlaufig um ü herumgeht; daher, wenn man 
der Kürze wegen 

/ 8id(A»)A(4 — »)d5 

setzt, 

Mulliplicirt man diesen Ausdruck mit 6'^*^^^^"rfa und integrirt über 0<;a<l, 
SO ergiebt sich «V/(/.), wenn n null ist, 0, wenn n gerade, und ^W» 

ifmim 

wenn n einen ungeraden Werth m hat. Daraus folgt 

- IT = 2: j^ (A) e-^'' sin {Xx) + ^Z ^^ e'^-'^+i)'' sin {{mn + l)x)\ , 
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dt ox 

vfo die innere Summe sich auf alle ungeraden Zahlen m, die äussere sich 

auf alle Wurzeln l der Gleichung cosi + c^^ = bezieht. Da der Term 

der Doppelsumme in sein entgegengesetztes übergeht, wenn m, A mit — m, — i 
vertauscht werden, so fällt die innere auf m bezügliche Summe weg, und 
man hat einfach 

/ 8in (A35) A (1 — ») da 
(12.) fr = 2: ^'' m— TT ß"^"sin(Aa:)(über A>0, AcosX+csinX=0). 

X cos A A -j— C ""]~ C 

so folgt 

« = 2^ "... ., e-^"sm{X-lx) (über i>0, IcosX+csvaX = 0). 

a r 
Schreibt man statt t, x, u, h(x\ c, l resp. -^t, 1 , c, rF{c—r)^ Ac— 1, ic, 

so geht die letzte Formel in diejenige bei Herrn Hattendorff pag. 159 und 162 
Ober. — Ich halte dafür, dass sie für /=0 nicht mehr convergire, wenigstens die 
Summe nicht, die das Element h{\ — z)dz multiplicirt. Aber wenn auch die 
gegebene Function A(l— ä) einer convergenten Entwicklung von der Form 
2CxS\nlz nicht fähig wäre, so zeigt doch die Verwandlung von (11.) in (12.), 
dass der letzte Ausdruck der Temperatur u für eine positive Zeit richtig ist 
Der auf Seite 166 des erwähnten Buches, behandelte Fall einer sehr 
grossen Kugel mit constanter Anfangstemperatur ist durch das hier angezeigte 
Verfahren sehr leicht zu lösen. Die Grenze x <Cl und mit ihr die Bedingung 
(6.) fallen weg. Durch die Bedingung (a.) wird der Fall auf die unter I. 
behandelte Aufgabe zurückgeführt. Giebt man A(a;) = l für a;>>0, so ist 

g{x) = — (1— e"'*'') für a?>0. Man bekommt 



X 



also 



2M -iK 
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ein Ausdruck, der mit 

am angeführten Orte gieichwerthig ist. Setzt man nämlich der Kflrze wegen 

. s* 2m ca . . 

« = -r, x = -^, p = — , so ist 

^ = |-/V'"sin(2y(r)^+|/V(»cos(2ya)-(rsin(2ya))-^. 

' 

Der zweite Term ist 

Setzt man im ersten Integral a = »+^^ in^ zweiten a = ^%s — ^^ so wird 

in J » ' 



— X 



wo der Integrationsweg durch — i«^ also, da « positiv vorausgesetzt ist, süd- 
lich bei vorbeigeht. Bringt man ihn, mit Ausnahme eines kleinen recht- 
liofigen Halbkreises um 0, in die Realitätslinie, so fällt in auf diesen als 
Antheii des Integrals; die äbrigen Hälften, zusammengeklappt, geben 

--2f/V^'sin(2(*+y)Ä)^; 





also ist 



B = e«'+»"r(l_|.y e-^'sin(2(«+y)»)^). 



e"*' sin (2aÄ) — = }/:7r / 6~'^'rfa> ist, so folgt 



(I 



*+y 



Zum Schlüsse möchte ich folgendes hier aussprechen. Ich begreife 
die Wichtigkeit der Fown^schen Summenreihe und des Beweises ihrer Con- 
vergenz, wenn die Coefficienten durch Integrale mittelst einer willkürlich ge- 
gebenen periodischen Function ausgedrückt sind, insofern als dieser Beweis in 
einem bestimmten Falle, dem der Begränzung des Functionsgebietes durch 

36» 
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zwei concenlrische Kreise, ein Mitlei liefert, sich vom Dasein einer durch das 
von Riemann so genannte Dirichlelsche Princip bestimmten Function durch 
lairkliche Construction in anal\iischer Gestalt zu überzeugen. Aber etwas 
kommt in diesem Beweise vor, das ich für eine blosse Uebereinkunft halte, 
nämlich die Aussage über den Mittelwerth zwischen zwei angrenzenden Func- 
tions werthen. den die Function, oder richtiger gesagt, Functionscomponente, 
an einer Sprungstelle annehmen soll. Sie kommt auf die Aussage zurück, dass 

m 

^sin«^ j^^ Xullwerlh annehme im Augenblicke, wo (p reelle Werthe durch- 
laufend null geworden ist. Der Beweis setzt nämlich eine hinreichende end- 
liche Menge von Tennen voraus (so dass der weggelassene Rest beliebig 
klein werden kann; : und eine solche ist bei q- = nicht mehr möglich , *da 
die Reihe in die Form y J+l-fl-^--), d. h. Oxoo übergeht. Sieht man 
die Sache von einer anderen Seite an, so ist die fragliche Summe die imagi- 
näre Componente der ächten Function — log(l--a:), wenn diese Function in 
X = mit dem NuUwerthe beginnt * und dann x gerade bis nach 6*^ hin 
{p<^(f <Z ^ "y) gefikhri wird. Die imaginäre Componente bekommt dann den 

^Verih -^ — ^* wird also im logarithmischen Pole 1 entweder -^ oder — -y, 

ie nachdem der Zusranir von der nördlichen oder südlichen Seite her ge- 
schiebt. Soll diese Componente wirklich null sein, so muss der Zugang von 
der w*estlichen Seite her geschehen. Ganz im Allgemeinen aber ist diese 
Componente alldeutig. 

Born, den 27. April 1S70. 
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lieber Involutionen höherer Grade 

(Von Herrn Emil Weyr in Prag.) 



1. JHiine Involution n^^^ Grades (Strahlen- oder Punktinvolution) ist 
durch zwei Elementengruppen bestimmt*). Jede Gruppe besteht aus ;» Ele- 
menten, welche sich gegenseitig involutorisch entsprechen. Sind zwei In- 
volutionen J^y J^ bezQglich vom m^®^ und w^^° Grade in einer derartigen Be- 
ziehung, dass jeder Elementengruppe der einen Involution eine Elementengruppe 
der anderen entspricht, so nennt man die Involutionen projectivisch. 

Sind zwei projectivische Involutionen J^, J„ gleichartig (d. h. entweder 
zwei Strahlen- oder zwei Punktinvolutionen) und befinden sie sich auf dem- 
selben Träger (demselben Scheitel oder derselben Geraden), so geschieht es 
im Allgemeinen (m+^)mal, dass ein Element der einen Involution mit einem 
der ihm entsprechenden Elemente der anderen Involution zusammenfällt. 

Mit anderen Worten : „zwei projektivische Involutionen, welche sich auf 
demselben Träger befinden, besitzen (m+w) gemeinschaftliche Elemente" **). 

2. Legt man durch den Scheitel einer Strahleninvolution «*^» Grades 
einen willkfirlichen Kegelschnitt Ts, so schneiden die is- strahligen Gruppen 
der Involution den Kegelschnitt T2 in it- punktigen Gruppen einer Pnnkt- 
involution des w*«° Grades , als deren Träger der Kegelschnitt T2 erscheint. 
Die Punktinvolution auf T2 kann in jeder Richtung die Strahleninvolution er- 
setzen, indem man jede, auf letztere bezugliche Gonstruction mit ersterer vor- 
zunehmen braucht, und dann mittelst des ^wischen beiden Involutionen herr- 
schenden einfachen Zusammenhanges der Perspectivität die Resultate zu flber- 
tragen hat. 

Ebenso gelangt man von einer Punktinvolution n^^^ Grades auf einer 
Geraden zu einer Tangenteninvolution desselben Grades auf einem Kegelschnitt, 
welcher dann der Träger der Involution ist. 

Es folgt unmittelbar aus dem über Involutionen im Allgemeinen Ge- 
sagten, dass auch eine Involution auf einem Kegelschnitte durch zwei Ele- 
mentengruppen bestimmt erscheint. 



*) Siehe Cremona, ebene Curven pag. 27 in der deutseben Ausgabe. 
**) ibid. pag. 32. 
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Selbstverständlich genflgt es, von den beiden auf Kegelschnitten mög- 
lichen Invoiutionsarten eine zu betrachten, indem mittelst des Gesetzes derRe- 
ciprocität die Resulate auch für die zweite Art giltig werden. 

3. Sei T2 ein Kegelschnitt und Träger einer Punktinvolution n^^ Grades. 
Die einzelnen it- punktigen Gruppen derselben bilden dem Kegelschnitte T2 

eingeschriebene vollständige »-Ecke, von denen jedes — ^^-h — - Seiten besitzt. 

Wir wollen nun zunächst untersuchen, was für eine Curve die Seiten sämmt- 
licher dieser »-Ecke umhüllen. 

Vor Allem ist leicht einzusehen, dass durch jeden Punkt des Trägers 
T2 (»—1) solcher Seiten gehen. Denn jeder Punkt von Tj gehört nur einer 
einzigen Gruppe der Involution an, deren übrige {n-^i) Punkte mit ihm ver- 
bunden (»—1) durch ihn gehende Tangenten der fraglichen Enveloppe liefern. 
Es unterliegt keiner Schwierigkeit, zu zeigen, dass durch jeden Punkt der 
Ebene des Kegelschnittes T2 nur (n—V) Tangenten der Enveloppe hindurch- 
gehen, d. h. dass dieselbe eine Curve (n—\y^^ Glasse sei. 

Es sei der Kegelschnitt T2 der Träger der Involution und p ein nicht 
auf T2, aber beliebig in der Ebene von T2 gelegener Punkt; aiO^Oi... sei 
eine Gruppe von n Punkten auf T2. 

Indem man die Punkte aia2<h... mit p verbindet, erhält man, da jede 
Verbindungslinie den Träger T2 noch einmal schneidet, eine neue n- punktige 
Gruppe a^a^a^.... In dieser Art kann man mittelst des Punktes p jeder 
Gruppe der Involution (a) eine «- punktige Gruppe (a) von Tj zuordnen, deren 
Gesammtheit eine neue Involution des n^^^ Grades auf T2 darstellt. 

Die Involution (a) ist offenbar mit der Involution (a) projektivisch, indem 
jeder Punktgruppe der einen eine Punktgruppe der anderen entspricht. 

Beide Involutionen werden somit, da sie vom n^^ Grade sind, 2« ge- 
meinschaftliche Punkte besitzen. Die Berührungspunkte der beiden von p an 
T2 gezogenen Tangenten sind zwei von den gemeinschaftlichen Punkten, wie 
sofort aus dem perspectivischen Zusammenhange der beiden Involutionen her- 
vorgeht. Ausser diesen giebt es demnach noch 2»— 2 d. i. 2(»— 1) weitere 
gemeinschaftliche Punkte. Von diesen liegen jedoch je zwei auf einer durch 
p gehenden Geraden. Denn würde z. B. a^ mit Oi zusammenfallen, so fiele 
auch gleichzeitig 03 mit a^ zusammen. Dann liegen aber in einem solchen 
Falle zwei Punkte {cti und 03) der Involution (a) mit dem Punkte p in einer 
Geraden, welche eine Tangente der gesuchten Enveloppe ist. Dies wird. 
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weil es 2(i?— 1) solcher gemeinschaftlichen Punkte giebt, (it— l)mal eintreten, 
wodurch die von uns aufgestellte Behauptung über die Classe der fraglichen 
Enveloppe erwiesen ist. 

4. Das Resultat der vorhergehenden Betrachtung Idsst sich folgender- 
massen ausdrücken: 

yyBefindet sich auf einem Kegelschnitte eine Punktineolution it^^" Grades^ 
so umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Curve {n—iy^'' 
Classe.^ 

Wir wollen diese Curve die Involutionscurve nennen. Ebensoleicht 
gelangt man zu dem reciproken Satze: 

y^Beßndet sich auf einem Kegelschnitte eine Tangentenineolution n'^" Grch- 
deSy so erfüllen die Schnittpunkte entsprechender Tangenten eine Curve (n—iy^'' 
Ordnung — die Involutionscurve.^ 

Die Involutionscurve einer Involution n^^^ Grades an einem Kegel- 
schnitte ist also von der {n—iy^^ Ordnung oder Classe, je nachdem die In- 
volution eine Tangenten- oder Punktin volutiou ist. 

5. Da man von einer Involution zwei Elementengruppen willkürlich 
annehmen kann, so liefern die vorigen Ergebnisse die folgenden Sätze: 

yßind einem Kegelschnitte zwei n-Ecke eingeschrieben y so berühren 
deren n{n—\) Seiten eine und dieselbe Curve {n—\y^'' Classe. Es giebt dann 
unendlich viele dem Kegelschnitte eingeschriebene n^Ecke^ welche dieser Curve 
umschrieben sind.^ 

Für f} = 3 erhält man den bekannten Satz: 

^ind zwei Dreiecke einem Kegelschnitte eingeschrieben ^ so sind sie 
gleichzeitig einem zweiten Kegelschnitte umschrieben. Es giebt dann unendlich 
viele Dreiecke , welche dem ersteren eingeschrieben und dem zweiten um-- 
schrieben sind.^ 

Der letztere Kegelschnitt ist die Involutionscurve der cubischen Punkt- 
involution, für welche die Ecken der beiden erwähnten Dreiecke zwei Gruppen 
von Punkten sind. 

Für n = A erhält man: 

„Die zwölf Seiten zweier einem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecke 
berühren eine und dieselbe Curve dritter Classe.^ 

Die reciproken Sätze lauten: 

^ind zwei n- Seite einem Kegelschnitte umschrieben ^ so liegen deren 
«(n— 1) Ecken auf einer und derselben Curve («— 1)^''^ Ordnung. Es giebt 



288 Emil Weyr, über Involutionen höherer Grade. 

dann unendlich etele dem Kegelschnitte umschriebene n- Seite ^ welche dieser 
Curee eingeschrieben sind''. 

„Sind zwei Dreiseite einem Kegelschnitte umschrieben, so sind sie zu- 
gleich einem zweiten Kegelschnitte eingeschrieben u. s. w.^ 

„Die zwölf Ecken zweier einem Kegelschnitte umschriebenen Vierseite 
liegen auf einer und derselben Curve dritter Ordnung u. s, w. 

6. Befindet sich am Kegelschnitte T2 eine Ponktinvolution J^ ri^^^ 
Grades, deren Involutionscurve C""^ ist, so wird man leicht zu jedem Punkte 
die entsprechenden (n—l) Punkte construiren können. Zieht man nämlich die 
durch den Punkt gehenden (w— 1) Tangenten der Involutionscurve C"""*^ so 
wird jede von ihnen den Träger noch einmal und zwar in einem der ge- 
suchten entsprechenden Punkten schneiden. 

Umgekehrt schneidet überhaupt jede Tangente der Involutionscurve den 
Träger Tj in zwei entsprechenden Punkten, d. h. in zwei Punkten, welche 
zu einer und derselben Gruppe gehören. Sollen diese beiden Punkte zu- 
sammenfallen, d. h. einen Doppelpunkt der Involution repräsentiren , so muss 
die Tangente der Involutionscurve, auf welcher sie liegen, zugleich eine Tan- 
gente des Trägers T2 sein. Da nun der Träger eine Curve der zweiten 
Classe und die Involutionscurve eine der («— 1)*®° Classe ist, so besitzen beide 
2(it— 1) gemeinschaftliche Tangenten, welche den Träger T2 in den Doppel- 
punkten der Involution berühren. 

„Die 2{n—i) dem Träger T2 einer Punktine olution «'"* Grades und 
deren Involutionscurve gemeinschaftlichen Tangenten berühren den Träger in den 
Doppelpunkten der Involution.^ 

Reciprok : 

„Die 2(ii--l) dem Träger T^ einer Tangenteninvolution «*'" Grades und 
deren Involutionscurve gemeinschaftlichen Punkte sind die Berührungspunkte der 
Doppeltangenten der Involution.^ 

7. Jeder der 2(»— 1) Doppelpunkte einer auf T2 befindlichen Punkt- 
involution »''" Grades gehört einer Punklgruppe derselben an. Ausser dem 
Doppelpunkte enthält eine solche Gruppe — eine Doppelpunktsgruppe — noch 
(»—2) einfache Punkte, welche offenbar die Beschaffenheit haben, dass zwei 
von den ihnen, entsprechenden Punkten im Doppelpunkte zusammenfallen. Es 
müssen somit auch zwei von den {n—i) aus einem solchen Punkte an die In- 
volutionscurve gehenden Tangenten zusammenfallen, und zwar in der Ver- 
bindungslinie des betreffenden Punktes mit dem Doppelpunkte. Daraus folgt 
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aber sofort, dass diese Punkte im Allgemeinen der Involutionscurve ange- 
hören müssen, d. h. dass es Schnittpunkte des Trägers Tj mit der Involutions- 
corve sind. 

y^Die (w— 2) Punkte einer auf einem Kegelschnitte befindlichen Punkt- 
involution vl^'* Grades, welche mit einem Doppelpunkte einer und derselben 
Gruppe angehören , sind Schnittpunkte des Trägers mit der Involutionscurve, 
welche in ihnen die nach dem Doppelpunkte gehenden Strahlen berührt.'^ 

Da es 2(«~1) Doppelpunkte giebt, so giebt es 2(w— 1)(»— 2) solcher 
Schnittpunkte, und folglich ist die Involutionscurve von der (« — l)(ii— 2)^^" 
Ordnung, und daher eine allgemeine Curve (w— 1)*®"^ Classe. 

Ebenso reciprok: 

„Die (« — 2) Tangenten einer auf einem Kegelschnitte befindlichen Tan- 
genteninvolution fi^*^" Grades, welche mit einer Doppeltangente einer und der^ 
selben Gruppe angehören, sind gemeinschaftliche Tangenten des Trägers und 
der Involutionscurve, welche sie in ihren Schnittpunkten mit der Doppeltan- 
gente berühren.'^ 

Die Involutionscurve einer solchen Tangenteninvolution it^^° Grades ist 
eine allgemeine Curve (n—iy^^ Ordnung. 

8. Wir sahen, dass die Involutionscurve einer auf einem Kegelschnitte 
befindlichen Elementeniuvolution durch zwei Elementengruppen bestimmt er- 
schien. Es lässt sich nun zeigen, dass jede Curve von der Familie der In- 
volutionscurve, welche einer Elementengruppe genügt, als Involutionscurve 
auftreten könne. 

Mit anderen Worten: 

yyWird einem vollständigen n-Eck, welches einem Kegelschnitte T2 ein-- 
geschrieben ist, eine Curve C""* (» — 1)*'^ Classe eingeschrieben, so giebt es 
unendlich viele n-Ecke, welche dem Kegelschnitte eingeschrieben und der Curve 
C*"* umschrieben sind, d. h. die Curve C""* kann als die Curve einer auf Tj 
befindlichen Punktinvolution n^*^" Grades betrachtet werden.'' 

Denn zieht man von einem beliebigen Punkte Xy des Kegelschnittes T2 
an C"""' die (i»—l) Tangenten, so werden diese auf Tj die Punkte X2X^...x^ 
bestimmen. Wenn man nun die n Punkte {x) als eine Gruppe einer auf T2 
befindlichen Punktinvolution n^^^ Grades betrachtet, für welche die n Ecken 
des n-Ecks, welchem C"'^ eingeschrieben wurde,, eine zweite Gruppe bilden, 
so ist dadurch die Involution und folglich auch eine Involutionscurve bestimmt, 
welche von derselben Classe wie C*~* mit dieser di'* Seilen des dem Kegel- 

Journal fOr Mathematik Bd. LXXII. Heft 3. 37 



290 Emil WeyrJ über Involutionen höherer Grade, 

schnitte T^ eingeschriebenen n-Ecks und die (»—1) von Xy nach X32%...a;, 
gehenden Strahlen zu gemeinschaftlichen Tangenten besitzt. 

Die Gesammtzahl dieser gemeinschaftlichen Tangenten beträgt somit 

-^^"2 — ^ + (» — 1)-» d. i. -^^ 2 '^ ^'^^ genau so viel Tangenten, als zur 

Bestimmung einer Curve (»— 1)*«' Classe nothwendig sind. Die beiden be- 
trachteten Curven werden also nur dann von einander verschieden sein können, 

wenn die gemeinschaftlichen ^ — 2 Tangenten zu einem System von 

gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven (w— 1)^^ Classe gehören. 

Dies ist jedoch nicht der Fall. Denn da je («— 1} von diesen Tan- 
genten durch einen Punkt hindurchgehen, so mässten die übrigen eine Curve 
(«—2)^®^ Classe berühren, was aber aus dem nämlichen Grunde unmöglich ist, 
weil von ihnen abermals je (»—1) durch einen Punkt gehen, und diese Punkte 
daher der Curve (w— 2)^«"^ Classe als Bestandtheile erster Classe angehören 

n Cn —~ \ ^ 

mOssten. Nun giebt es -^ — - solcher Punkte, welche keine Curve («—2)^^ 
Classe darstellen können. 

Die Curve C*^^ muss demnach mit der Involutionscurve identisch sein, 
wodurch unsere Behauptung erwiesen ist. Das reciproke Ergebniss lautet. 

^Wird einem vollständigen n-Seit, welches einem Kegelschnitte T, um- 
geschrieben isty eine Cure {n^-iy^" Ordnung umgeschrieben , so giebt es unend- 
lich eiele n- Seite, welche dem Kegelschnitte umgeschrieben und der Curve 
eingeschrieben sind; d. h. die Curve kann als die Curve einer auf T2 befind- 
lichen Tangenteninvolution n'*^" Grades betrachtet werden.^ 

Das vollständige it-Seit liefert fflr die im letzten Satze besprochene 

Involutionscurve -^-^ — - Punkte. Da eine Curve («— 1)*«' Ordnung durch 

v"" ^ - ^^^"^ ^ Punkte bestimmt erscheint, so kann man von der Involulions- 

curve fibordios (n—i) Punkte willkürlich annehmen. Nun liefert jedes Paar 
onlsprechondor Tangenten der Involution einen Punkt der Involutionscurve, 
woraus wir folgendes Ergebniss ziehen: 

^Kine Involution n^^" Grades ist vollkommen bestimmt, sobald man eine 
Uruppv von Elementen und weitere («— 1) Elementenpaare kennt.^ 

9. Wird von einer auf dem Kegelschnitte T% zu bestimmenden Tan- 
Ifmilonlnvolulion 1»^®" Grades eine li - elementige Gruppe angenommen, so bildet 

dloio oln vüllsländlges dem Träger umschriebenes «-Seit, dessen -^^-s — 
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Ecken Punkte der Involotionscurve sind. Die Involotion selbst und mit ihr 
die Involutionscurve wird erst durch Annahme einer zweiten n-elementigen 
Gruppe bestimmt sein. Nimmt man von dieser zweiten Gruppe nur (n—i) 
Tangenten an, so ist die Involution noch unbestimmt und wird erst durch Hin- 
zufügen einer Tangente zu diesen (n— 1) Tangenten bestimmt sein. Lässt man 
diese letzte Tangente variabel, so erhält man unendlich viele Involutionen, 
welche eine n- elementige und eine (fs— l)-elementige Gruppe gemein haben. 

Die Involutionscurven werden demgemäss die -^ — - Echen des durch 

erstere Gruppe gebildeten n-Seits und die ^= ^ Ecken des durch die 

zweite Gruppe gebildeten (n— 1)-Seits gemeinschafllich haben. Da die In- 
volutionscurven von der («— 1)^®° Ordnung sind, so werden je zwei von ihnen 

{n^lf gemeinschaftliche Punkte haben. Nun ist ^ Cn -1) _^ (n^lXn-2) ^ ^^_^y^ 

und folglich bilden die Ecken des besprochenen fs-Seits und (fg— 1)-Seits die 
sämmtlichen Durchschnittspunkte aller der betrachteten Involutionscurven. Da 
wir die is-elementige und die (n—l)- elementige Gruppe beliebig annehmen 
konnten, so ziehen wir hieraus folgenden Satz: 

y^ie Ecken eines vollständigen einem Kegelschnitte umschriebenen n- 
Seits mit den Ecken eines demselben Kegelschnitte umschriebenen {n—i)-Seits 
stellen ein System von Durchschnittspunkten zweier Curven («— 1)'"* Ord- 

Ebenso : 

yyDie Seiten eines vollständigen einem Kegelschnitte eingeschriebenen n- 
Ecks mit den Seiten eines demselben Kegelschnitte eingeschriebenen {n—\)^Ecks 
stellen ein System von gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven («— 1)'^'^ 
Classe dar.^ 

10. Es werden also nach dem ersten Satze des vorigen Artikels die 
sechs Ecken eines einem Kegelschnitte umschriebenen Vierseits mit den drei 
Ecken eines demselben Kegelschnitte umschriebenen Dreiseits neun Durch- 
schnittspunkte zweier Curven dritter Ordnung darstellen. 

Hieraus fliesst eine besonders einfache Construction des neunten Schei- 
tels eines CurvenbOschels dritter Ordnung, wenn sechs Scheitel die Ecken 
eines vollständigen Vierseits bilden. Construirt man nämlich von den beiden 
dem Vierseit nicht angehörenden Scheiteln die zwei Tangenten an jenen dem 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt, welcher die Verbindungslinie dieser 
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zwei Scheitel berührt, so schneiden sich die beiden Tangenten in dem neunten 
Scheitel. 

11. Befindet sich auf einem Kegelschnitte Ta eine Punktinvolution 
uten Grades neben einer solchen des m^®" Grades, so wird es eine leicht be- 
stimmbare Anzahl von Punktepaaren geben, welche sowohl der einen als auch 
der anderen Involution angehören. 

Die Involution fi*®° Grades besitzt eine Involutionscurve (n— l)*«»^Classe, 
deren Tangenten auf T2 Punktepaare dieser Involution bestimmen. Die In- 
volutionscurve der zweiten Involution ist von der {m—iy^^ Classe. Beide 
Curven haben demnach (»— l)(m— 1) gemeinschaftliche Tangenten, welche auf 
T, ebenso viele Punktepaare bestimmen, die beiden Involutionen angehören — 
ihnen gemeinschaftlich sind. Daher der Satz: 

^wei Involutionen auf demselben Träger resp. vom m^^" und n^"* Grade 
besitzen («— l)(i»— 1) gemeinschuftliche Elementenpaare.^ 

In der Betrachtung des 3. Artikels war m = 2. 

Prag, im Januar 1870. 
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Trftgheits- und höhere Momente eines Massen- 

systeines in Bezug auf Ebenen. 

(Von Herrn Th. Reye in Aachen.) 



1. V or einigen Jahren habe ich in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik den Nachweis geliefert, dass jeder Körper hinsichtlich seiner Träg- 
heitsmomente auf unendlich viele Arten durch vier Massenpunkte ersetzt werden 
kann; d. h. vier Punkte können der Lage und Masse nach so bestimmt wer- 
den, dass ihr Trägheitsmoment in Bezug auf jede Axe oder Ebene des Raumes 
gleiche demjenigen des gegebenen Körpers wird. Der erste dieser vier Punkte 
kann ganz beliebig im Räume angenommen werden; dadurch ist aber nicht 
nur die ihm beizulegende Masse, sondern auch die Ebene der drei äbrigen 
Funkte völlig bestimmt. Nimmt man in dieser Ebene den zweiten Punkt will- 
kürlich an, so erhält man ausser dessen Masse noch die Verbindungslinie der 
letzten beiden Punkte, und auf dieser kann noch der dritte Punkt beliebig ge- 
wählt werden. Die vier Massenpunkte haben dieselbe Gesammtmasse und 
denselben Schwerpunkt wie der gegebene Körper; das berühmte Problem der 
Rotation eines schweren Körpers ist demnach zurückgeführt auf dasjenige der 
Drehung von vier, starr mit einander verbundenen Massenpunkten um einen 
von ihnen. 

2. Vier solche, einen Körper hinsichtlich seiner Trägheitsmomente 
vertretende Massenpunkte bilden in ihren unendlich vielen Lagen die Pol- 
tetraeder (oder Quadrupel harmonischer Punkte) eines durch die Massenver- 
theilung im Körper völlig bestimmten, imaginären Ellipsoides, dessen Mittel- 
punkt mit dem Schwerpunkte des Körpers zusammenfällt. Legt man durch 
irgend einen Punkt P drei zu jenem Ellipsoide confocale Flächen zweiter Ord- 
nung, so fallen deren Normalen im Punkte P zusammen mit den drei Haupt- 
trägheitsaxen dieses Punktes. Dieser letzte Satz und jenes von mir wohl 
zuerst bemerkte imaginäre Ellipsoid finden sich auch in der neuen Auflage von 
Herrn Uesses analytischer Geometrie des Raumes; das Ellipsoid wird daselbst 
das imaginäre Bild des Körpers genannt. Erst aus Herrn Hesses 25*^«^ Vor- 
lesung aber ersehe ich, dass für alle Berührungsebenen dieses imaginären Bildes 
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das Trägheitsmoment des Körpers gleich Null ist. Mir scheint diese funda- 
mentale Eigenschaft jenes Bildes den geeignetsten Weg zur Lösung der Fragen 
anzudeuten: Kann ein Massensystem auch hinsichtlich seiner dritten, feierten, 
fi^" Momente durch eine beschränkte Anzahl eon Massenpunkten vertreten toer- 
den? und wenn dieses der Fall ist, welche gegenseitige Lage haben diese Punkte? 
Die Lösung dieser Fragen wird auf gewisse Fundamentaleigenschaflen der 
Flächen n^^'' Classe ein neues Licht werfen, zugleich aber zu bemerkens- 
werthen algebraischen Sätzen führen. 

§• 1. Die nten Momente eines Massenflystemes und ihre Abliängigkeit 

von einander. 

3. Sei dm ein unendlich kleines Element eines Massensystemes m, und 
r sein Abstand von einer gegebenen Ebene, welcher positiv oder negativ an- 
genommen werden soll, je nachdem dm auf der einen oder auf der anderen 
Seite der Ebene liegt; dann nennen wir das über das ganze Massensystem 
sich erstreckende Integral: 

r'^dm 

das n^^ Moment des Massensystemes m in Bezug auf jene Ebene. Für n = 1 
wird dasselbe bekanntlich das statische Moment, für n = 2 wird es Trägheits- 
moment genannt. Die Massen des Systemes können räumlich in Körpern ver- 
theilt, aber auch theilweise oder alle in Punkten, Linien oder Flächen con- 
centrirt sein. Auch negative Massen und Körper von negativer Dichtigkeit 
will ich nicht ausschliessen ; ihre Einführung sichert unseren Untersuchungen 
eine grössere Allgemeinheit und bietet auch sonst viele Vortheile. Nicht nur 
in den Momenten von Eiektricitäts- und Magnelismusmengen treten solche 
negative Massen auf, sondern schon dann, wenn wir die Differenz der Momente 
von zwei verschiedenen Systemen ponderabler Massen berechnen wollen; denn 
wir finden diese Differenz für jede Ebene des Raumes, indem wir im Integrale 
/r'^dm die Massen des einen Systemes mit positivem, die des andern mit ne- 
gativem Zeichen annehmen. 

4. Wir wollen das Massensystem m auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem beziehen und mit Xy y^ & die Coordinaten des Elementes dm 
bezeichnen. Ist alsdann p die Länge des Perpendikels, welches vom Coor- 
dinatenanfang auf die gegebene Ebene E gefällt werden kann, und sind 
^9 ßy Y di^ Cosinus der Neigungswinkel, welche p mit den Coordinatenaxen 
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bildet, so hat dm von E den Abstand: 

r = ctx+ßy + ^s—p. 
Nämlich die Coordinaten x, y^ z bilden eine gebrochene Linie, welche da 
Element dm mit dem CoordinatenanFang verbindet, und ax + ßy + yz ist die 
Projection dieser Linie auf das Perpendikel und seine Verlängerung; woraus 
zugleich ersichtlich wird, dass jener Abstand r positiv oder negativ ausfällt, 
je nachdem dm vom Coordinatenanfang durch die Ebene getrennt ist oder 
nicht. Die Gleichung dieser Ebene ist: 

ctx+ßy+yz—p = 0, 
und cf, ß, y^p heissen die Coordinaten der Ebene; zwischen a, ß, y besteht 
die bekannte Gleichung: 

«'+/5'+/ = 1. 
Einer homogenen Gleichung n^^^ Grades zwischen a, ß, y^ p entspricht, 

wie man weiss, eine Fläche n^^^ Classe, an welche durch eine beliebige Gerade 
im Allgemeinen und höchstens n Beröhrungs- Ebenen gelegt werden können, 
und welche von allen Ebenen, deren Coordinaten der Gleichung genügen, 
berührt wird. 

5. Für das n^^ Moment des Massensystemes in Bezug auf die Ebene 
{o^yß^y^p) erhalten wir nunmehr folgenden Ausdruck: 

fr^dm = f{aX'\-ßy'\'yz—pYdm, 

Derselbe ist vom n^^^ Grade für die Coordinaten a^ ß^ y, p der Ebene und 
kann durch Entwickelung von {oLx-^ßy+yz — pY zerlegt werden in folgende 

Summe von ^^ — ■ — ^ \ ' ./ ^ — ■ — - Gliedern: 

arfx'' dm+n «*— ' /? /r"""* ydm+n «"" ^ /a?*~ ^zdm—n «""' jp /a:""* dm 
+ ^'(^^-^^^ a-^/3fy^*-y rfw+ w. (n-1 )a^-'ßy/x^'yzdm+ ^^^^^ dT-y/x^'-W dm 
-«.(»-1 )a-^/3p/i"-Vrfm-«. («-1 )ar'^ypjx''-''zdm^' ^^^y^ «*"' f"/^^"^ ^^ 

Hierin sind die Coefficienlen der einzelnen Potenzen von <^^ ß^ y, p als 
Constante zu betrachten, sobald das Massensystem und die Lage der drei 
Coordinalenaxen gegeben sind. Wir können sie eindeutig bestimmen, wenn 

für sie ^ ?'l J lineare und von einander unabhängige Gleichungen 

38* 
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gegeben sind; woraus folgt: Das vi^ Moment eines Mässensystetnes kann für 

jede Ebene des Raumes berechnet werden^ sobald es für \ "T i - 

f>on einander unabhängige Ebenen bekannt ist. Denn jede dieserr Ebenen 
liefert uns eine solche lineare Gleichung. Wenn z. B. zwei Massensysteme 
gleiche Trägheitsmomente haben für zehn Ebenen, die nicht alle von einer 
und derselben Fläche zweiter Classe berührt werden, so haben sie fär alle 
Ebenen (und Axen) des Raumes gleiche Trägheitsmomente. 

6. Die Coordinaten aller Ebenen, für welche das n^ Moment /r^dm 
einen gegebenen Werth M hat, müssen der homogenen Gleichung: 
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{ax + ßy+yz-pYdm == Mia' + ß'+f) 

Genüge leisten. Ist n ungerade, so erheben wir beide Seiten auf das Quadrat, 
um rechts die irrationale Wurzel wegzuschaffen, und erhalten deii Satz: 

Alle Ebenen des Raumes, für welche das vi^ Moment eines Massen-- 
. sy Siemes einen gegebenen Werth M hat, umhüllen im Allgemeinen eine 
Fläche n^^'' oder 2»'**'^ Classe, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Jede Ebene gehört einer einzigen solchen Fläche constanten n^"^ 
Momentes an, und alle derartigen Flächen bilden eine Flächenschaar. 
Form und Lage dieser Flächen sind nur abhängig von der Massenvertheilung, 
nicht aber von der Lage der Coordinatenaxen. — Der Satz erleidet scheinbar 
eine Ausnahme bei der homogenen Kugel, deren Flächen constanten n^^ Mo- 
mentes concentrische Kugelflächen sind; aber in diesem und in ähnlichen 
Fällen lässt die obige Gleichung sich auf die Form F* = bringen, worin 

F" die &^« Potenz einer ganzen homogenen Function -r-ten oder -r-ten Grades 

von a, ß, y, p bezeichnet, und jene Kugelflächen sind k^-^ resp. -^'^^ 

zu zählen. Als wirkliche Ausnahmen werden wir den Fall kennen lernen.« 
in welchem jene Gleichung für alle Werthe der Ebenencoordinaten identisch 
erfüllt ist, und für ungerade n den Fall M=^0, 

7. Unter den Flächen constanten n^^^ Momentes ist diejenige be- 
merkenswerth, für deren sämmtliche Berührungsebenen das n^^ Moment gleich 
Null ist. Ihre Gleichung in Ebenencoordinaten lautet: 

{ax+ßy + yz-pTdm = 0; 

ich nenne sie die Nullfläche der n^^" Momente oder kürzer die n^' NuUfläc^ 
des Massensystemes. Sie ist für ein gerades wie für ein ungerades n von 
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der nf^"" Classe. Die Nullfläche der ersten oder statischen Momente reducirt 
sich auf den Schwerpunkt des Massensystemes; die zweite Nullflfiche ist das 
oben (2.) erwähnte imaginäre Ellipsoid, wenn alle Massen positiv sind, und 
überhaupt eine reelle oder imaginäre Fläche zweiter Classe, wenn unter den 
Massen auch negative vorkommen. — Bekanntlich erhalten wir die erste 
Polarfläche des Unendlichen in Bezug auf die Fläche: 

lax+ßy+ys-pY dm == Mia'+ß'+fy, 

wenn wir deren Gleichung nach der Coordinate p differentiiren. Die Glei- 
chung dieser Polarfläche ist also: 

lax+ßy+)'Z—p)'^^dm = 0; 

d.h.: Die ersten Polarflächen des Unendlichen, in Bezug auf alle Flächen 
Constanten, n^^" Momentes fallen zusammen mit der n — f^" Null fläche 
des Massensystemes. 
Dabei ist jedoch zu bemerken, dass für ein ungerades n diese Polarflächen 
eigentlich aus der 9i— l^^'^ und der n^^^ Nullfläche zusammengesetzt sind. 

8. Für « = 2 z. B. folgt hieraus: Die Flächen constanten Trägheits- 
momentes sind concentrisch; ihr gemeinschaftlicher Mittelpunkt ist der Schwer-' 
punkt des Massensystemes, Um die gegenseitige Lage dieser Flächen besser 
übersehen zu können, wählen wir die Hauptträgheitsaxen des Schwerpunktes 
zu Coordinatenaxen, so dass wir haben: 

/flcrfi» = 0, /yrfm=0, /Ärfi» = 0, jyzdm^O^ fzxdm^O^ ßxydm=^0\ 

die Gleichung einer Fläche constanten Trägheitsmomentes lautet dann: 

a^Jx^dm^ß'fy^dm^fJzHm-^p^Jdm = ifCa^+Z^'+y'). 

Für ilf = wird sie zur Gleichung der zweiten Nullfläche. Schreiben wir 
zur Vereinfachung: 

/dm=^m, lx'^dm = m.a, j^dm=^m.hy Iz^dm^m.c und M = m.Q, 

so wird jene Gleichung zu der folgenden: 

und gehen wir endlich von den homogenen Ebenencoordinaten a, ß^ y, p 
über zu den rechtwinkligen Coordinaten S, t], 1^ des Berührungspunktes, so 
verwandelt sich dieselbe Gleichung in: 
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Die Flächen comtanten Trägheitsmomentes sind oho confocale Flächen zweiter 
Classe und Ordnung. Alle Ebenen, für welche das Trägheitsmoment den ge- 
gebenen Werth M = m.Q hat, berühren eine Fläche zweiter Ordnung von den 

Halbaxen }/p— a, Vp— ^ und ^Q — c. 

9. Die drei Hauptträgheitsebenen eines Punktes P^ welche die Haupl* 
trägheitsaxen von P paarweise verbinden, haben (wie mit Hülfe des Trägheits- 
ellipsoides von P leicht erkannt wird; vgl. meine oben citirte Arbeit) u. A. 
die charakteristische Eigenschaft gegenüber allen anderen durch P gehenden 
Ebenen, dass in Bezug auf sie das Trägheitsmoment des Massensystem es ein 
Maximum oder Minimum ist. Daraus folgt sofort, dass sie mit den Berührungs- 
ebenen derjenigen drei zur Nullfläche confocalen Flächen zusammenfallen, 
welche in P sich rechtwinklig schneiden. Bei positiver Gesammtmasse des 
Systemes ist das Trägheitsmoment ein Maximum für die Berührungsebene des 
durch P gehenden Ellipsoides; denn jede benachbarte Ebene des Punktes P 
berührt ein anderes confocales EUipsoid, welches dem Schwerpunkte näher liegt, 
für welches also m.Q kleiner ist. Ebenso lässt sich zeigen, dass für die Be- 
rührungsebene des durch P gehenden zweischaligen Hyperboloides das Träg- 
heitsmoment ein Minimum ist. Und für die Berührungsebene des einschaligen 
(geradlinigen) Hyperboloides ist das Trägheitsmoment als Maximum oder Mini- 
mum zu betrachten, je nachdem die benachbarten Ebenen, mit denen wir sie 
vergleichen, den einen oder den anderen der beiden Nebenwinkel schneiden, 
welche von den zwei in der Berührungsebene von P liegenden Geraden des 
Hyperboloides gebildet werden. Ohne weitere Rechnung folgt so der Satz: 
Die Hauptträgheitsaxen jedes Punktes P fallen zusammen mit den Normalen 
derjenigen drei Flächen zweiter Ordnung, welche mit der NuUfläche der Trägheits- 
momente confocal sind und sich in P rechtwinklig schneiden, — Wir haben 

bei diesem Beispiele n = 2 stillschweigend angenommen , dass Jdm von Null 
verschieden sei. Ist fdm^O^ so hat das Massensystem keinen eigentlichen 

Schwerpunkt, sondern wie ein Magnet nur eine Axe, d. h. es existirt eine 
bestimmte Richtung, in welcher der Schwerpunkt unendlich fern liegt. Die 
sämmtlichen Flächen constanten Trägheitsmomentes werden alsdann con- 
focale Paraboloide. 
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§. 2. Aequivalente und indifferente Massensysteme. 

10. Es giebt unendlich viele Ebenen, für welche die n^^^ Momente 
von zwei gegebenen Massensystemen m und mx gleiche Werthe erhalten. Die 
Coordinaten («, fty,p) dieser Ebenen genügen der Gleichung: 

Jlax+ßy+yz —pY dm = J{ax ^-ßy+Y^ — p)" dm^ ; 

diese Ebenen gleicher n'^'' Momente umhüllen also im Allgemeinen eine Fläche 
«'"' Classe. Denken wir uns in jedem Punkte {x, y, z) die dort vorhandene 
Masse dm des ersten Systemes vermindert um die ebendaselbst befindliche 
Masse dm^ des zweiten, so erhalten wir ein drittes Massensyslem (m— nii) als 
Differenz der beiden ersten; und die soeben erwähnte Fläche ist keine andere, 
als die «^« Nullfläche von (m — i»i), deren Gleichung lautet: 

[ax+ ßy -^-yz—pY d{m—m^) = 0. 
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Nehmen wir die Massensysteme m und m^ resp. a und Oimal, und setzen sie 
hernach zusammen zu einem dritten Systeme (am+aitni) durch Addition der in 
denselben Punkten befindlichen Massen, so ergiebt sich aus den n^^ Momenten M 
und Ml von m und mi in Bezug auf eine beliebige Ebene ohne Weiteres das- 
jenige (ailf+OiÄ,) von (am+aiiiii). Für M=^Mi^O folgt hieraus: Jede 
Ebene y welche zwei eon den n^^" Null flächen der drei Massensysteme m^ mi 
ußd {am+Oimi) berührt, muss avch die dritte berühren. Durch passende Wahl 
der constanten Zahlen a und Oi kann man bewirken, dass die Nullfläche von 
{am+Gimi) eine ganz beliebige Ebene des Raumes berührt; man braucht nur 
das n*® Moment {aM+aiMi) in Bezug auf diese Ebene gleich Null oder 
a:ai = —Mi:Mzn machen. 

11. Wenn die n^^^ Nullflächen ton zwei Massensystemen m und ntx 
zusammenfallen, so sind die Momente ri^'' und niedrigeren Grades von m und 
Uli für alle Ebenen des Raumes den Gesammtmassen proportional. So z. B. 
haben zwei Systeme von gleichen Gesammtmassen, deren Schwerpunkte zu- 
sammenfallen, gleiche statische Momente fQr jede Ebene des Raumes. Wir 
können nämlich (10.) aus m und mi ein drittes Massensystera (m+kmi) zusammen- 
setzen und Ar so bestimmen, dass das n^^ Moment von (m+kmi) für eine beliebige 
Ebene gleich Null wird. Die n^^ Nullfläche von {m + kmi) fällt dann zusammen 
mit derjenigen von m und mi, weil sie (10.) mit dieser alle Berflhrungsebenen 
gemein hat; sie soll ausserdem eine ganz beliebige Ebene berähren. Dieser 
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Widerspruch lässt sich nur durch die Bemerkung heben, dass der allgemeine 
Satz (6.) hier eine Ausnahme erleidet, indem die Gleichung dieser Nullfläche: 

/lax'\' ßy+^s—pyd{m + kmi) = 

durch Verschwinden der Coefficienten von a% «""*/?, a"~V, . . . , yp"""S p' er- 
fOlli wird. Daraus folgt aber namentlich: 
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jx^^dm^ —n.lx'^^dm^ . ^ •lx'''-'^dm^ (."^Y / dm^ 

wodurch der Satz fär die j^s- Ebene bewiesen ist. Er gilt aber ebenso für 
jede andere Ebene, weil die j^:ss -Ebene willkürlich im Räume angenommen 
werden kann. Beachtenswerth ist, dass auch: 

jafl y '' z* dm /(«^ + /% + 7» "" P)" ^^ 

lafl y"" a* du», /(«wj + i% + y* ~ P)* ^^i 

wird, wenn q'\-r + s'^n und q, r, s positive Ganzzahlen sind. Diese Glei- 
chungen behalten ihre Bedeutung, auch wenn die Gesammtmassen Idm und 

fdmi Null sind ; nur der Satz erleidet dann eine kleine Redactionsänderung. 

12. Für zwei Massensysteme , deren vi^ Nullflächen susammenftMen, 
sind also auch die beiden SchcMren eon Flächen Constanten n^^ oder niedrigeren 
Momentes identisch; nur hat im Allgemeinen das eine Massensystem für die 
Berührungsebenen einer solchen Fläche ein anderes constantes Moment als 
das andere System. Wenn dieser und der vorhergehende Satz für die n^ 
Momente gilt, so braucht erdeshalb nicht für die it+l^®'^ Momente richtig zu 
sein, wie man sofort beispielsweise für n = l erkennt. Denn concentriren 
wir die Gesammtmasse eines Systemes im Schwerpunkte, so andern wir da- 
durch die statischen Momente nicht ; die Flächen constanten Trägheitsmomentes 
aber, welche vorher beliebige Flächen zweiter Ordnung waren, gehen in 
Kugelflächen über. 

13. Zwei Massensysteme nenne ich äquivalent hinsichtlich ihrer n^^ 
Momente^ wenn für jede Ebene des Raumes ihre n^^^ Momente gleiche Werthe 
haben. Weil in diesem Falle ihre n^^^ Nullflächen sich decken, so müssen 
sie (11.) auch hinsichtlich aller niedrigeren Momente äquivalent sein. Zwei 
Massensysteme sind äquivalent hinsichtlich ihrer n^^'* und niedrigeren Momente 
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wenn sie identische n^^ Nullflächen und gleiche Gesammtmassen haben (11.)) 
oder auch wenn sie identische n^^ Nullflächen und für irgend eine die Null- 
fläche nicht berührende Ebene gleiche n^^ Momente haben. Ist also von einem 
Massensystem die n^^ Nullfläche und ausserdem sein n^^" Moment für irgend 
eine die Nullfläche nicht berührende Ebene bekannt, so müssen sich daraus 
die »^*'* und niedrigeren Momente für alle Ebenen des Raumes ergeben. — 
Ein Massensystem nenne ich indifferent hinsichtlich seiner vl^" Momente, wenn 
in Bezug auf jede Ebene des Raumes sein n^^^ und folglich auch jedes niedrigere 
Moment gleich Null ist. Zwei Massensysteme sind äquivalent, wenn sie sich 
um ein indifferentes System unterscheiden ; oder ein indifl'erentes Massensystem 
kann als Differenz von zwei äquivalenten Systemen betrachtet werden. 

14. Wird z. B. zu einem beliebigen Massensysteme eine in seinem 
Schwerpunkt concentrirte Masse hinzufügt, welche der Gesammtmasse des 
Systemes gleichkommt, aber das entgegengesetzte Vorzeichen hat, so entsteht 
ein, hinsichtlich der statischen Momente indifferentes Massensystem. Dasselbe 
hat keinen Schwerpunkt, oder jeder Punkt kann, wenn man will, als sein 
Schwerpunkt betrachtet werden. — Concentrirt man in den acht Eckpunkten 
eines Parallelepipedons gleich grosse Massen von verschiedenen Vorzeichen, 
aber so, dass keine zwei auf derselben Kante liegende Massen gleiche Vor- 
zeichen haben, so ist das n^^ Moment dieses achtpunktigen Massensystemes 
Null für jede Ebene, die zu einer Kante parallel läuft; und daraus folgt, dass 
das System indifferent ist hinsichtlich seiner Trägheitsmomente. Werden seine 
vier negativen Massen mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, so sind 
dieselben den vier positiven Massen äquivalent hinsichtlich der statischen und 
der Trägheits- Momente. Die Gesammtmasse eines indifferenten Massensystemes 
ist immer Null. 

15. Seien E und E^ zwei parallele Ebenen, x und x^^^x—a ihre Ab- 
stände vom Massenelement dm, also a ihr gegenseitiger Abstand. Dann hängen 
die n^^"^ Momente des Massensystemes in Bezug auf Ey und E durch folgende 
Gleichung von einander ab: 

Ix^dm oder jlx—afdm 

= fx''dm-nafx''-'dm^'^-^'^^ 

Die Integrale Ix'' dm, (x'^'^dm, . . . sind die Momente «^®° und niedrigeren 
Grades in Bezug auf E, Kennt man dieselben sowie den Abstand a, so er- 
giebt sich sofort das n^^ Moment in Bezug auf E^. Zugleich folgt: 
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Ein Massemystem, welches indifferent ist hinsichtlich seiner n — V^ 
Momente^ hat gleiche v!^ Momente in Bezug- auf parallele Ebenen» Hie 
w'*"" Momente ändern sich nicht, wenn das System ohne Drehung rer- 
schoben wird; sie sind für alle Ebenen des Raumes bekannt, sobald sie 
für alle durch einen Punkt gehenden Ebenen gegeben sind. 
Die n^^ Nulliläche dieses Massensystemes reducirt sich auf eine unendlich 
ferne Curve n^"^^ Classe. So z. B. bilden zwei homogene concentrische Kugel- 
schalen von entgegengesetzt gleichen Gesammtmassen zusammen ein Massen- 
system, dessen Trägheitsmoment für alle Ebenen des Raumes denselben Werlh 
hat. Ist dieser Werlh von Null verschieden, so reducirt sich die zweite 
Nullfläche auf den unendlich fernen imaginären Kreis. Da der obige Aus- 
druck für /(a:— a)"rff» genau w+1 Glieder enthält, welche durch n+i 
lineare Gleichungen eindeutig bestimmt werden können, so erhalten wir noch 
den nützlichen Satz: Die Gesammtmasse eines Systemes sowie seine v^^" und 
niedrigeren Momente in Bezug auf alle Ebenen eines Parallel^ Ebenenbüschels 
können berechnet werden, sobald die n^''" Momente für n+\ dieser Ebenen 
bekannt sind. 

16. Zwei Massensysteme, welche hinsichtlich ihrer n—P^^ Momente 
äquivalent sind, und deren n^^ Momente in Bezug auf jede durch einen Punkt 
F gehende Ebene gleiche Werlhe haben, sind auch hinsichtlich ihrer i»*®" 
Momente äquivalent; denn ihre Differenz ist nicht bloss hinsichtlich der n— 1^°, 
sondern (15.) auch hinsichtlich der n^^^ Momente indifferent. Daraus folgt 
weiter: Zwei Massensysteme, deren vl^ und niedrigere Momente für jede durch 
^nen Punkt P gehende Ebene gleiche Wert he haben, sind äquivalent hm- 
sichtlich ihrer n^*^" und niedrigeren Momente, wenn sie gleiche Gesammtmassen 
besitzen, Sie haben nämlich denselben Schwerpunkt, also auch für alle Ebenen 
des Baumes gleiche statische Momente. Ihre Differenz ist folglich indifferent 
hinsichtlich der Trägheitsmomente und ebenso hinsichtlich der 3^«°, 4^®», . . . n^^ 
Momente, und der Satz ist bewiesen. 



§. 3. Berechnung der «**" und niedrigeren Momente eines Massensystemes 

mit Hülfe der n^*"" Nullfläche. 

17. In der obigen Gleichung (15.) 
yix'-aYdm ==Jx''dm-naJx''-Um+'-!^^f^ 
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bezeichnen Ix'' dm und ({x—afdm die n^"^ Momente eines Massensyslemes 

> 

in Bezug auf zwei parallele Ebenen E und J?i, und a den Abstand von E 
und £i. Für li Werthe von a. nämlich für die Abscissen Ox, ^2, 03, ... a« 
der n Berührungsebenen, welche parallel zu E an die n^^ Nullfläche gelegt 

werden können, wird /{x—aydm^O^ diese n Abscissen genügen also der 
Gleichung : 

= a''fdm-na'''''fxdm+'^^^YY^^^'^^^^ 

''^'na{-\Y'''fx''-'dm + {''\Yfx''dm, 
woraus für ihr Product ohne Weiteres sich ergiebt: 

Jx^dm 

Ol 02 Oj . . . o, = ^^—'. oder Ix'' dm = ai(h(^3 -" a^/dm. 

Jdm ^ ^ ^ 

D. h. : Man findet das v!^ Moment eines Massensystemes in Bezug auf eine be- 
liebige Ebene E, wenn man die Gesammtmasse muUiplicirt mit den Ab-^ 
ständen der Ebene eon den n ihr parallelen Berührungsebenen der n^^" 
Nullfläche. 

Das Product dieser Abstände ist, wie man weiss, immer reell, auch wenn 

dieselben theilweise oder alle imaginär sind. Auch die folgenden, ebenso 

sich ergebenden Gleichungen zwischen Oi , Oj , . . . a^ : 

u. s. w., durch, welche die Momente niederen Grades für die Ebene E be- 
stimmt sind, lassen sich leicht in Worte kleiden ; z. B. : . 

Der Abstand des Schwerpunktes con einer Ebene E ist gleich dem 

arithmetischen Mittel aus den Abständen der n zu E parallelen Beruh- 

rungsebenen der vH^ Nullfläche, 

18. Ist die. Gesammtmasse fdm = 0, so wird eine Wurzel der in 
(17.) aufgestelltien Gleichung «^®» Grades, etwa o., unendlich gross, und die 
n^e Nullfläche wird von der unendlich fernen Ebene berührt. Die Abscissen 
Ol, a^, ... a._i der übrigen n—\ zu E parallelen Berflhrungsebenen genflgen 
dann der Gleichung: 

= n a'-'/x dm - "' ^^"^ ^ -* a'^''/^^ rfm + — ■ + (- 1 y-'/x' dm, 

39 • 
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woraus sich ergiebt: 

n. s. w. ; hieraus lassen sich wieder alle Momente bezuglich der Ebene E 
berechnen, sobald eines derselben sowie die n^^ Nullfläche bekannt ist. Zu 
ähnlichen Gleichungen gelangt man, wenn auch /xdm = ist, u. s. w. 

19. Wir können die js-Axe des Coordinatensystemes als eine be- 
liebige Gerade des Raumes betrachten. Sei durch dieselbe irgend eine Ebene 
E gelegt, welche mit der j^js- Ebene den Winkel (p bilde. Dann sind die 
Coordinaten von E: 

a = cos(p, /? = sin (p, y = 0, p = 0, 

und für das n^^ Moment in Bezug auf E ergiebt sich der Ausdruck : 

/(cos (p.x+sincp.yydm 

= sin" (p I cotg" (p /a?- dm+n cotg""* y /r""' ydm-^ h /y" dm 

Seien (pi^ (p2^ (p3^ • • • (fn diejenigen n Werthe von (p^ für welche JE zur 
Berflhrungsebene der n^'" Nullfläche wird, für welche also dieses n^^ Moment 
verschwindet. Dann lässt sich die rechte Seite unserer Gleichung verwandeln in: 

sin*y(cotgy — cotg yj (cotg y — cotg ya) . . . (cotg y — cotg yj/a:"rfm, 
woraus sich durch Vergleichung folgende Beziehungen ergeben: 

y x*-' y rfiii = — — (cotg (pi + cotg ^2 + • • • + cotg (p,)Jx''dm, 

Jx'^'Ydm = ^ ' ^^ (cotg (pi cotg ^2+ cotgy 1 cotg ^3+ - +cotgy,«i colg(p^)J aTdm, 

iy^^dm = (— l)* cotg^i cotg^a • • • co\g(p^lx''dm. 

Das n^^ Moment in Bezug auf die Ebene E nimmt zugleich die Form an: 

Das n^® Moment kann hiernach für jede durch eine Axe gelegte Ebene be- 
rechnet werden, sobald es für eine solche Ebene bekannt ist, und ausserdem 
die n durch die Axe gehenden Beröhrungsebenen der n^®" Nullfläche gegeben 
sind. Wir können diesen Satz mit Rücksicht auf (17.) und (18.) zu folgen- 
dem erweitern (vgl. auch 13.): 
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Die n'^" und niedrigeren Momente eines Massensystemes können für 
cUle Ebenen des Raumes berechnet werden, sobald die fH^ Nullfläche be- 
kannt ist und ausserdem das vü^ Moment für irgend eine Ebene, welche 
die Nullfläche nicht berührt. 
Denn jede andere Ebene schneidet die gegebene in einer Axe, durch welche 
wir n Berührungsebenen an die Nullfläche legen, um diesen Fall auf den schon 
erledigten zurückzuführen. 

20. Verbinden wir die letzte Gleichung mit derjenigen für /a:"rfwin (17.), 

so erhalten wir, falls /dm^O ist, einen geometrischen Satz, welcher all- 
gemein für Flächen n^"^^ Classe also lautet: 

Die Producte aus den Abständen zweier Ebenen von den zu ihnen 

parallelen Berührungsebenen einer Fläche fi^"^ Classe t^erhalten sich zu 

einander wie die Producte aus den Sinus der Winkel, welche die Ebenen 

mit den durch ihre Schnittlinie gehenden Berührungsebenen der Fläche 

bilden. 

Derselbe gilt für jede algebraische Fläche, welche nicht von der unendlich 

fernen Ebene berührt wird und keinje Kegelfläche ist, und man überzeugt sich 

davon leicht, wenn man von der homogenen Gleichung der Fläche in Ebenen- 

coordinaten a, ß, y , p ausgeht und im Uebrigeu den oben eingeschlagenen 

Weg verfolgt. Ist nämlich F{a, ß,Y,p) eine ganze homogene Function «^®" 

Grades von den Ebenencoordinaten a, ß , y, p, so nimmt dieselbe für jede 

Ebene des Raumes einen bestimmten Werth an, welchen wir etwa das Gewicht 

der Ebene nennen können. Alle Ebenen vom Gewichte Null umhüllen eine 

Fläche, deren Gleichung: 

F{a,ß,r.p) = 
ist; dieselbe kann als eine beliebige Fläche n^®^ Classe betrachtet werden und 
mag die Nullfläche der Function F heissen. Die Gewichte aller Ebenen des 
Raumes hängen nun von einander und von dieser Nullfläche ebenso ab, wie 
die «*«° Momente eines Massensystemes von einander und von der «*«» Null- 
fläche des Systemes. Betrachten wir die Nullfläche der Function F als n^ 
Nullfläche eines Massensystemes, setzen wir ferner das n^^ Moment in Bezug 
auf eine beliebige Ebene gleich dem Gewichte dieser Ebene, und berechnen 
wir daraus nach den Gleichungen (19.) die n^^^ Momente für alle anderen 
Ebenen, so finden wir dieselben gleich den Gewichten dieser Ebenen. Diese 
Uebereinstimmung drängt uns die Frage auf: Kann Jede homogene Function 
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h*'* Grades der eier Variabein «, ß, y, p auf die Form /{ctx+ßy-^-Y^ —pYdm 
gebracht toerden? oder wa$ auf das Gleiche hinauskommt: Kann jede Fläche 
n^"' Glosse als ri^ Nuüfläche eines Massensystemes betrachtet werden? Wird 
nämlich die letztere Frage bejaht, so braucht man nur alle Massen des Systemes 
mit einer leicht zu ermittelnden Constanten zu multipliciren, um das n^^ Moment 
fär jede Ebene des Raumes gleich dem durch die Function bestimmten Ge- 
wichte der Ebene zu machen. Wir werden diese Fragen zugleich mit den 
in der Einleitung aufgeworfenen in bejahendem Sinne lösen. 

§. 4. Momente eines MaBBensystemeB in Bezug auf Ebenengruppen. 

21. Sind r/ Ti, r3, ... r^^ die Abstände des Massenelements dm von 
den k + \ willkörlich angenommenen Ebenen E, Ei^ E^j ... Ej^, und sind 
j^ f'i, t2? ••• ik positive ganze Zahlen, deren Summe gleich n ist, so nenne 
ich das aber das ganze Massensystem ausgedehnte Integral: 

lr^f^r^...r]^dm 

ein n^^" Moment des Massefisystemes in Bezng auf jene Ebenengruppe. Ist: 

die Gleichung der Ebene Ey^ so können wir dieses Moment auch schreiben: 

yiax+ßy+yz''pyia,x+ß,y + yiz-pi)'^...{atx+ßty+r,s-p,ty'äm. 

Entwickeln wir dieses Integral nach Potenzen der Ebenencoordinateu ol^ ß^ 
7j Vi ^19 Ä^ • • • 7hi Pkj so enthalten die Coefficienten wieder wie oben (5.) 
die Integrale: 

(x'^dm, fx'"'^y dm, /a:"~*Ä rfm, jx^'^^dm, 1 x^'^'^y^dm, f^'^'^y^ dm, ... /a dm, /dm. 

Da diese für zwei äquivalente Massensysteme gleiche Werthe haben (11. und 
13.), so eirgiebt sich: Zwei Massensysteme, welche hinsichtlich ihrer n^^ Mo^ 
mente äquivalent sind, haben auch in Bezug auf jede Ebenengruppe gleiche 
n*^ und niedrigere Momente. Das n^^ Moment in Bezug auf eine Ebene ist 
ein specieller Fall des Momentes in Bezug auf eine Ebenengruppe; wir er- 
balten das erstere, wenn wir alle Ebenen der Gruppe zusammenfallen lassen. 

22. Halten wir die Ebenen E^, Ej, . . .Ej, fest, so nimmt das n^ 
Moment: 



r*rjr?...rjt 



dm 
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fär jede Lage der Ebene E einen bestimmten AYertb an. Wir können die- 
selbe ansehen als das V' Moment eines neuen Massensystemes in Bezug auf 
E; dasselbe entsteht aus dem gegebenen Systeme, wenn wir jedes Massen- 
element im Verliältniss von r^i'r^i...r^ zu eins vergrössern. Die Gleichung: 



/ 



r^r^r^,.,rl^ dm = 



repräsentirt also, wenn sie nicht für jede Lage der Ebene E identisch erföllt 
ist, eine Fläche f^^^ Classe, nämlich die t^® Nullfläche des neuen Massensystemes; 
dieselbe reducirt sich für i = 1 auf einen Punkt. Wie sie mit der n^^^ Nuli- 
flftche des gegebenen Massensystemes zusammenhängt, lehrt der Satz (vgl. 23.) : 
Die Fläche i''' Classe: 

m 

J{ax + ßy+yi-py{aiX+ß,y+y,s-p,)'-*dm = 0, 

in deren Gleichung a, ß, y, p veränderliche und a,, /?,, y,, /», gegebene 
Ebenencoordinaten bezeichnen , ist die »— t'** Polare der festen Ebene 
-ß^i («n /^M /m /^i) «^ Bezug auf die fC^ Null fläche des Massensystemes. 
Ebenso ist die Fläche Ü^'' Classe: 



ß 



r^r\r^...ri, dm = 



die n--V' gemischte Polare der festen Ebenen E^^ E^^ ... Ej, in Be- 
zug auf dieselbe Nullfläche, wenn t'i 4 *2 H h «* = w — t ist. 

Alle diese Polarflächen sind, wie die n^^ Nullfläche selbst, durch das Massen* 
System bestimmt; sie sind identisch dieselben bei zwei äquivalenten Systemen. 
Aus der Form ihrer Gleichungen fliesst sofort der bekannte Satz : Wenn eine 
Ebene E die n — V Polare der Ebene E^ berührt^ so berührt E^ die V" Polare 
der Ebene E. 

23. Wenn F{a, ß^y^p) = die homogene Gleichung einer Fläche 
n^^ Classe in Ebenencoordinaten ist, so erhalten wir allgemein für die erste 
Polare einer festen Ebene £,(cfi,/?,,yj,j[?,) in Bezug auf diese Fläche die 
Gleichung : 

^.JL+K.JL+y^.JL + Pi..^ = 0. 

n da n dß n dy n dp 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine homogene Function n— 1^^" Grades 
von a, ß, y^ p; sie ist Null für die Coordinaten jeder Ebene E, welche die 
erste Polare von Ei berührt, und erhält für jede andere Ebene E einen von 
Null verschiedenen Werth, welchen wir als ein Gewicht des Ebenenpaares 
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E^ El betrachten können. Fällt E mit E^ zusammen^ so wird wegen einer 
bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen dieses Gewicht gleich dem- 
jenigen, welches die Function F{a^ß^Y^p) der Ebene E^ ertheilt, nämlich 
gleichF(cfi,/?, , ^1,/!,). Bezeichnen wir die linke Seite der obigen Polarenglei- 
chung zur Abkürzung mit Fi , so leiten wir mit Benutzung einer festen Ebene 
Ei{^2^ß2'iy2'iP2) aus dieser Function ein dritte Fi^^ folgendermassen ab: 

^M n-l* rfa "^n-T d/9 "^n— l" rfy "^n — i dp 

Die Gleichung Fi^^ = repräsentirt die gemischte zweite Polare des Ebenen- 
paares Ei^ E^ in Bezug auf die Fläche F = 0. Wir erhalten diese zweite 
Polare, wenn wir zu der Fläche F = die erste Polare von irgend einer der 
Ebenen Ey und £2 bestimmen und sodann in Bezug auf diese Polare wieder 
die erste Polare der anderen Ebene aufsuchen; denn es ist Fi^2 = F^^m d. h. 
die Function F,^2 ändert sich nicht, wenn wir «i, /9i, /i, pi mit respective 
^29 Ai y>9 P2 vertauschen. Setzen wir in F^o die Coordinaten a^ ß^ y^ p 
einer beliebigen Ebene E ein, so erhalten wir einen Werlh, welchen wir als 
ein Gewicht der Ebenengruppe E^ £1, F2 ansehen wollen, und welcher 
gleich F{ai^ ßi^Yi^pi) wird, wenn E und F2 ^^^^ E^ zusammenfallen. Durch 
Fortsetzung dieser Betrachtungen gelangt man zu den sämmtlichen Polaren von 
beliebigen Ebenengruppen in Bezug auf die Fläche F{a^ /?, y, p) = 0, sowie zu 
dem Begriffe des Gewichtes einer beliebigen Ebenengruppe, und man überzeugt 
sich leicht, dass diese Gewichte und jene Polaren ganz ebenso von einander 
abhängen, wie die n^^^ Momente und alle verschiedenen Nullflächen eines 
Massensystemes. 

24. Um die in (2.) und in (20.) aufgeworfenen Fragen gleichzeitig 
lösen zu können, wollen wir uns die n^^^ Momente eines Massensystemes nicht 
durch die Masseuvertheilung selbst, sondern durch die Gewichte gegeben denken, 
welche mittelst einer ganzen homogenen Function «'«'* Grades F(a,/3,y,/i) den 
sämmtlichen Ebenen und Ebenengruppen des Raumes beigelegt werden, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, durch die n^^ Nullfläche und das n^^ Moment in 
Bezug auf eine beliebige Ebene (19.). Gelingt es uns dann, eine begrenzte 
Anzahl von Massenpunkten der Lage und Masse nach so zu bestimmen, dass 
ihre »'«» Momente für alle Ebenen des Raumes gleich den so gegebenen wer- 
den, auch wenn die gegebene Nullfläche eine ganz beliebige Fläche n^^ Classe 
ist, so sind jene Probleme nach Wunsch gelöst. Dabei wird uns der folgende, 
auch für Gewichte von Ebenengruppen gültige Satz gute Dienste leisten: 
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25. Wenn das n^' Moment Itt^Ti . . . r„^idm in Bezug auf eine be- 
wegliche Ebene E und n—l feste Ebenen J5i, E29 ... E^^x für eier, nicht 
durch einen Punkt gehende Lagen von E bekannt ist, so kann es für jede be- 
liebige Lage eon E berechnet werden; ist es bekannt für zwei in einer Geraden 
g oder für drei in einem Punkte P sich schneidende Lagen eon E, so kann 
es für jede durch g resp. P gehende Lage eon E berechnet werden. 

Für eine beliebige Lage von E ist nämlich r=^ax+ßy+yz—py so 
dass wir fär das n^^ Moment den Ausdruck erhalten : 

a I xTir^ . . . r«_i dm+ßlyrir^., . r,_i dm-^y 1 zrir'^^ . . . r^_i dm—pfrir^ . . . r»_i dm. 

Zur Bestimmung der hierin vorkommenden Integrale genügt es aber, wenn 
wir die Werthe dieses Momentes für vier von einander unabhängige Werthen- 
systeme der Ebenencoordinaten ot, ß , y, p kennen. Soll E durch einen 
Punkt P gehen^ dessen Coordinaten x', y\ 2' sind, so muss die Gleichung: 

erföllt sein, und das n^^ Moment in Bezug auf die n Ebenen wird gleich: 

Ist der Werth dieser Summe für drei von einander unabhängige Werthen- 
systeme von a^ ß, y bekannt, so können wir die drei Integrale eindeutig be- 
stimmen. Der auf die Gerade g bezugliche Theil des Satzes ergiebt sich 
ebenso aus der Bemerkung, dass die Gleichung einer durch g oder durch zwei 
Punkte von g gelegten Ebene nur zwei von einander unabhängige Ebenen- 
coordinaten enthält. Wenn also die fi^" Momente von zwei verschiedenen 
Massensystemen in Bezug auf jene n Ebenen gleichwerthig sind für zwei, drei 
oder vier von einander unabhängige Lagen der beweglichen Ebene E, so sind 
sie auch gleichwerthig für alle durch eine bestimmte Gerade oder einen be- 
stimmten Punkt gehenden oder aber für alle beliebigen Lagen von E, Dabei 
ist zu beachten, dass von den festen Ebenen £1, £2, . . . E^^i beliebig viele 
auf einander liegen dürfen. 

§. 5. Anwendung auf die Trägheitsmomente. 

26. Wir können hieraus einen neuen, sehr einfachen Beweis des in 
der Einleitung erwähnten Satzes ableiten: Ein Massensystem m kann hinsicht- 
lich seiner Trägheitsmomente auf unendlich viele Arten durch vier Massen- 
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punkte ersetzt werden; dieselben bilden ein beliebiges Poltetrtieder der zweiten 
Null fläche von m, Ist der erste Theil dieses Satzes richtig, so ergiebt sich 
daraus der zweite Theil; denn ein vierpunktiges Massensystem ist immer ein 
Poltetraeder seiner eigenen zweiten Nullfläche, weil die erste Polare einer 
durch drei jener Massenpunkte gelegten Ebene in Bezug auf die zweite Null* 
fläche sich auf den vierten Punkt reducirt (22.). Wir wollen uns die Träg- 
heitsmomente von m nicht durch die Massen vertheilung, sondern (24.) durch 
eine willkürliche homogene Function zweiten Grades der Ebenencoordinaten 
S ßy 7y P gegeben denken. Obgleich dann noch zu beweisen ist, dass zu 
diesen Trägheitsmomenten ein sie bedingendes reelles Massensystem wirklich 
existirt, so will ich mir der Bequemlichkeit wegen doch gestatten, von einem 
gegebenen Massensystem m zu reden, dessen Trägheitsmomente eben die ge- 
gebenen sind. 

27. Seien nun 1, 2, 3, 4 die Eckpunkte irgend eines Poltetraeders 
der zweiten Nullfläche von m, sei t ein beliebiger dieser Punkte und m, die 
ihm beizulegende, noch unbekannte Masse, sei endlich E^ die durch die 
übrigen drei Punkte gehende Ebene. Dann bestimmen wir m^ so, dass ihr 
Trägheitsmoment in Bezug auf ein aus E^ und einer beliebigen Ebene E be- 
stehendes Ebenenpaar demjenigen von m in Bezug auf dasselbe Ebenenpaar 
gleich wird. Da nun auch für drei beliebig durch den Punkt t gehende Lagen 
der Ebene E die Trägheitsmomente der vier Massenpunkte und des gegebenen 
Systemes gleich werthig (nämlich Null) sind in Bezug auf das Ebenenpaar E, 
Ei, so haben sie für jede beliebige Lage der Ebene E gleiche Werthe (25.). 
Die vier so berechneten Massen iDi, m^, 1%, m^ haben also für jedes Ebenen- 
paar Ey Eiy dessen eine Ebene E ganz beliebig ist, während die andere Ei 
mit einer oder der anderen Fläche des Massentetraeders zusammenfällt, das- 
selbe Trägheitsmoment wie das Massensystem m. Daraus aber folgt (25.), dass 
für jedes willkürlich angenommene Ebenenpaar die Trägheitsmomente von 
(nti, ms 9^3)1714) und von m gleichwerthig und somit beide Massensysteme wirk- 
lich aequivalent sind. — Durch drei Punkte kann ein Massensystem hinsichtlich 
seiner Trägheitsmomente nur dann ersetzt werden, wenn seine zweite Null- 
fläche sich auf eine in der Ebene dieser Punkte liegende Curve zweiter Classe 
reducirt. Jeder ausserhalb dieser Ebene liegende Punkt des Raumes kann bei 
einem derartigen Massensysteme als erste Polare der Ebene in Bezug auf die 
zweite Nullfläche angesehen werden (22.); doch wird die ihm beizulegende 
Masse Null, wenn er als Eckpunkt des Massentetraeders gewählt wird. 
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28. Die Grösse der Massen, welche den vier Punkten 1, 2, 3, 4 bei- 
zulegen sind, lässt sich weniger leicht aus der obigen Rechnung übersehen, als 
wenn wir die zweite Nullfläche zu Hülfe nehmen. Ich will zunächst voraus- 
setzen, dieselbe habe einen Mittelpunkt S^ der dann (8.) zugleich Schwerpunkt 
des Massensystemes sein muss; dieGesammtmasse m des gegebenen Systemes 
ist in diesem Falle von Null verschieden (vgl. 9. u. 14.). Sei Xi der Abstand 
des Punktes 1 vom Schwerpunkte Sy sei x^ die zwischen 5 und der Ebene 

234 liegende Strecke der Geraden Sl und a der auf Sl liegende Halbmesser 

der zweiten Nullfläche. Wegen der harmonischen Theilung des Durchmessers 
2a ist dann: 



femer ist für eine durch S parallel zu 234 gelegte Ebene das statische Mo- 
ment des Massentetraeders (mi, fi?2,m3,iii4) gleich Null, also: 

^i^i + (wi2+'W3 + fW4)a:o = oder m,a?i = {mi—m)Xü. 
Eliminiren wir o:,), so ergiebt sich: 



oder m* = tn 



a* m, a^ — x\ 



Die erste dieser beiden Gleichungen lehrt uns : Ist von einem der vier Punkte 
die Masse iWi gegeben^ so liegt derselbe auf einer zur zweiten NuUfläche ähn- 
lichen und mit ihr concentrisch und ähnlich liegenden Fläche zweiter Ord- 
nung; homologe Sehnen dieser beiden ähnlichen Flächen verhalten sich wie 

yifii — m : yiT»! . Aus der zweiten Gleichung berechnen wir die Masse mi, wenn 
ihre Lage gegeben ist; auch folgt aus derselben: Die einem Tetraederpunkte 
1 beizulegende Masse m^ hat das entgegengesetzte oder das gleiche Vorzeichen 
wie die Gesammtmasse m^ je nachdem 1 durch die zweite Nullfläche vom Schwer- 
punkte getrennt ist oder nicht. Nämlich im ersten Falle ist Xi I>a; im zweiten 
entweder a imaginär oder Xi <C a. 

29. Ist die zweite Nullfläche ein Paraboloid, also ohne Mittelpunkt, so 

ist die Gesammtmasse m = (9.), wie sich auch mit Hülfe der zu 234 paral- 
lelen Berührungsebene des Paraboloides zeigen lässt. Nämlich diese Ebene 
halbirt den Abstand d der Ebene 234 und ihres Poles 1 ; und da in Bezug auf 
dieselbe das Trägheitsmoment der vier Massen Null sein soll, so folgt: 

iWi-j- + (^2 + ^+^4)-4- = oder mi + m2+m3+^4 = 0. 

Bei Berechnung der Grösse von m^ kommt wesentlich das statische Maximal- 

40* 
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moment M des Systemes (vergleichbar dem magnetischen Moment eines Magne- 
ten *)) in Betracht. Ist nämlich / die zwischen 1 und der Ebene 234 liegende 
Strecke eines Durchmessers des Paraboloides, so ist mi aus der Gleichung: 

mi,l =- M 

9 

ZU berechnen; dabei wird my positiv oder negativ, je nachdem der Punkt 1 auf 
der einen oder der anderen Seite des Paraboloides liegt. Ist die Mctsse m^ 
gegeben^ so liegt der Punkt 1 auf einem Paraboloide, welches mit der gegebenen 
zweiten Nullfläche durch eine zu den Durchmessern parallele Verschiebung um 

die Länge -^ zusammenfällt; dieses ergiebt sich aus der Gleichung mi.l=^M 

und einer schon vorhin angeführten Eigenschaft des Paraboloides. 

30. Den ganz speciellen Fall , in welchem das Massensystem keinen 
Schwerpunkt besitzt (14.), können wir auf den allgemeinen zurückführen, indem 
wir das System durch Hinzufügung eines beliebigen Massenpunktes verandern. 
Auf diese Art ergiebt sich, dass dieses besondere System hinsichtlich seiner 
Trägheitsmomente durch fünf Punkte mit der Gesammtmasse Null ersetzt werden 
kann; jeder derselben ist der Schwerpunkt der übrigen vier, von zweien kann 
die Lage, von einem zugleich die Masse willkürlich angenommen werden. Da 
in diesem Falle die zweite Nullfläche sich auf eine unendlich ferne Curve 
zweiter Classe reducirt (15.), so können wir das System auch durch drei un- 
endlich ferne Punkte ersetzen, deren Massen aber unendlich klein von der 
zweiten Ordnung werden. Diese drei Punkte bilden ein Poldreieck der un- 
endlich fernen Curve, und auf sie reduciren sich die vorhin genannten fünf 
Massen, wenn zwei derselben zusammenfallen; denn letztere heben sich ge- 
genseitig auf. 

31. Wir dachten uns oben die Trägheitsmomente des Massensystemes 
m durch eine beliebige ganze homogene Function zweiten Grades der Ebenen- 
coordinaten a^ ß^ y^ p gegeben, und haben das Resultat gewonnen, dass sich 
zu denselben immer ein Massensystem von vier oder weniger Punkten con- 
struiren lässt, welches diese gegebenen Trägheitsmomente besitzt. Sind ar.^ y^^ Zi 
die Coordinaten des Massenpunktes m,^ so lassen sich also diese Trägheits- 
momente auch darstellen durch die viergliedrige Summe: 



*) Vergl. Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam re- 
vocata. 
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d. b. : Jede ganze homogene Function zweiten Grades der eier Ebenencoordinaten 
^9 ß 9 Ty P ^(^^' ^^^ ^^f unendlich eiele Arten als Summe eon vier 
reellen Quadraten darstellen. Setzen wir diese Quadrate einzeln gleich 
Null^ so erhalten wir die Gleichungen von eier Punkten, welche ein be- 
liebiges Poltetraeder der Nullfläche jener Function bilden. 
Aus der gegenseitigen Lage eines solchen Quadrupels harmonischer Punkte 
ergiebt sich ferner auf Grund der Bemerkungen voa (28.) und (29.): 

Die vier Quadrate haben nur dann gleiche Vorzeichen, wenn die 
Null fläche der gegebenen Function imaginär ist; im andern Falle haben 
ein oder zwei Quadrate das entgegengesetzte Vorzeichen der übrigen drei 
resp. zwei, je nachdem die Nullfläche keine oder unendlich viele Gerade 
enthält. Wenn sich die Nullfläche auf eine Curve zweiter Classe oder 
auch auf zwei Punkte redudrt, so fallen ein resp. zwei von den vier 
Quadraten weg. Nur in dem einzigen FcUle, wenn die Nullfläche in 
eine unendlich ferne Curve ausartet^ reichen wir mit vier endlichen Qua- 
draten nicht aus, wohl aber mit fünf. 
Ich glaubte jenen längst bekannten Satz von der Zerlegung einer quaternären 
quadratischen Form in vier Quadrate hier nicht unterdrücken zu sollen, weil 
er sich durch unsere Betrachtungen auf eine sehr einfache und anschauliche 
Art ergiebt. 

§. 6. Massensjsteme; deren n*^ Nullfläche sich auf eine ebene Curve oder 

insbesondere auf n Punkte einer Geraden reducirt. 

• 

32. Die n^ Nullfläche reducirt sich auf eine ebene Curve n^^ Classe, 
wenn das Massensystem ganz in der Ebene dieser Curve enthalten ist, all- 
gemeiner aber, wenn es sich von einem ebenen Massensystem unterscheidet um 
ein, hinsichtlich der n^^^ Momente indifferentes System. Der Betrachtung dieser 
besonderen Systeme schicke ich einen Satz über die Flächen n^^^ Classe vor- 
aus. Wir wissen, dass die »—1*® Polare einer festen Ebene jB|(cfi, /?,,yi,/i|) 
in Bezug auf eine solche Fläche F allemal eine Fläche erster Clause ist 
(vgl. 23), sich also auf einen Punkt reducirt ; auch darf ich als bekannt vor- 
aussetzen, dass dieser Punkt nur dann auf der Ebene E^ liegt, wenn Ei eine 
Berflhrungsebene der Fläche F n^^^ Classe ist, und zwar fällt er alsdann mit 
dem Berührungspunkte zusammen. Ich behaupte nun: 

Sind F=0, G = und F+G = die Gleichungen der Nullflächen 
von drei homogenen Functionen n^^" Grades der Ebenencoordinaten a, ß. 
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Yi Pi ^on denen die dritte gleich der Summe der beiden ersten ist, so 

liegen die n—f^" Polaren jeder beliebigen Ebene hinsichtlich dieser drei 

Nullflächen allemal in einer Geraden. 

Es seien nämlich: 

aF,+ßF2+rF,^pF, = 

und 

c^G.+ßG^+rGs-pG, = 

die Gleichungen dieser »—1*«° Polaren in Bezug auf die Flächen F=0 und 
G = 0, so folgt aus dem Bildungsgesetz dieser Gleichungen (mittelst Diffe- 
rentiation von F und G (23.)), dass wir für die «—1^« Polare bezOglich der 
dritten Nullfläche die Gleichung erhalten mössen: 

aiF,+ GO + ßiF,+ G,) + r{F,+ G,)^piF,+ G,) = 0. 

Wenn also die Coordinaten a, ß, y, p einer Ebene den Gleichungen von zwei 
dieser n--P^^ Polaren genügen, so befriedigen sie auch die dritte Gleichung, 
woraus der Satz ohne Weiteres folgt. 

33. Wenn die n^^ Nullfläche eines Massensystemes sich auf eine ebene 
Curve n^^ Classe reducirt, so fällt die «—1*® Polare jeder Berflhrungsebene 
dieser Curve mit dem Berührungspunkte zusammen (32.). Die erste Polare 
der Curvenebene wird folglich (22. , Schluss) von jeder Berührungsebene der 
Curve berührt, kann also nicht von der n— 1^^° Classe sein, weil durch eine 
beliebige Gerade nicht bloss m— 1, sondern n solche Berührungsebenen gelegt 
werden können. Wir haben deshalb den in (22.) vorgesehenen Ausnahmefall 
vor uns, und jede Ebene des Raumes kann als Berührungsebene der ersten 
Polare unserer Curvenebene betrachtet werden. Daraus aber folgt wiederum 
(22.), dass die n—V^ Polare jeder beliebigen Ebene des Raumes in der 
Curvenebene liegen muss. Ich gründe hierauf den Beweis des Satzes: Fer- 
grössem wir das Massensystem durch ein in der Ebene seiner n^^'* Nullfläche 
liegendes System , so reducirt sich nach wie eor die n^' Null fläche auf eine in 
jener Ebene liegende Curee n*^'' Classe. Da nämlich die «—1^«» Polaren jeder 
Ebene des Raumes in Bezug auf die n^^^ Nullflächen der beiden zu summiren- 
den Systeme in der Curvenebene liegen, so befinden sich (32.) in dieser Ebene 
auch die n—V^^ Polaren aller Ebenen in Bezug auf die n^^ Nullfläche ihrer 
Summe, und kein Punkt der letzteren Nullfläche kann demnach ausserhalb der 
Curvenebene liegen. 

34. Jede Fläche » — 1^«' Classe kann in Bezug auf eine Curve n^ 
Classe als erste Polare der Curvenebene betrachtet werden (33.), also auch 
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jede Fläche w — i*«' Classe als t*« Polare derselben Ebene. Wir könnten 
dieses Resultat zum Ausgangspunkte wählen für den Beweis des folgenden 
Satzes, den ich jedoch hier als bekannt voraussetzen darf: Die n—V' Polare 
einer beliebigen Ebene in Bezug auf eine Curve v!''^ Classe ist eine Curve V' 
Classe. Dieselbe ändert sich nichts wenn die Ebene sich um ihre Schnittlinie 
mit der Curvenebene dreht; sie kann auch als n—V' Polare dieser Schnitt-- 
Knie aufgefasst werden und liegt mit der Curve n^'" Classe in einer Ebene. 
Nehmen wir an, die Curve n^^^ Classe liege in zwei Ebenen zugleich, so 
ergiebt sich hieraus: Wenn die Curve n^''' Classe sich auf n Punkte einer 
Geraden reducirt^ so besteht die n—V Polare einer beliebigen Ebene in 5e- 
Jiug auf diese Curve aus i Punkten derselben Geraden. Diese i Punkte ändern 
ihre Lage nichts wenn die Ebene um ihren Schnittpunkt mit der Geraden sich 
dreht; sie können auch als n—i^' Polare dieses Schnittpunktes in Bezug auf 
die Curve aufgefasst werden. 

35. Wir fanden oben (17.) das n^^ Moment eines Massensystemes in 
Bezug auf eine Ebene E gleich dem Producte aus der Gesammtmasse in die 
Abstände der Ebene von den n zu ihr parallelen Berflhrungsebenen der fi^^ 
Nullfläche. Daraus folgt: Wenn sich die h" Nullfläche eines Massensystemes 
auf eine ebene Curve redudrty so verhalten sich seine «'*" Momente in Bezug 
auf zwei Ebenen E und Ei, welche die Curvenebene in einer Geraden g unter 
den Winkeln cp und cpi schneiden, zu einander wie (sin^)** zu (sin^i)". Denn 
alsdann gehen die parallelen Berührungsebenen durch die zu g parallelen n 
Tangenten der NuUcurve; und die Abstände einer solchen Tangente von g, 
E und El verhalten sich zu einander wie 1 : sin^ : sin^i. Dieser Beweis 
gilt freilich zunächst nur für den Fall, dass die Gesammtmasse von Null ver- 
schieden ist; den anderen besonderen Fall aber führen wir auf diesen zurück^ 
indem wir das Massensystem vergrössern um ein anderes, in der Curvenebene 
liegendes, welches wir hernach wieder wegnehmen (33.). Für jede durch g 
gelegte Ebene können wir also sofort das n^^ Moment berechnen, wenn wir es 
kennen für eine zur Curvenebene normale Ebene der Geraden g. Das Moment 
für diese Normalebene nenne ich der Kürze wegen das n^' Moment des Massen^ 
iystemes in Bezug auf die Gerade g. 

36. Wenn sich die n^' Nullfläche eines Massensystemes auf n Punkte 
einer Geraden reducirt, so verhalten sich seine ri^'' Momente in Bezug auf 
Mwei Ebenen, welche die Gerade in einem Punkte P unter den Winkeln (p 
und (pi schneiden, wie (sin^)" zu (sin^i)". Nehmen wir eine der Ebenen 
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senkrecht zur Geraden an, verbinden sodann die Schnittlinie beider Ebenen 
durch eine dritte Ebene mit den n Punkten, und betrachten endlich diese Punkte 
als eine in dieser dritten Ebene liegende Curve »^^^ Classe, so ist unser Satz 
auf den vorhergehenden (35.) zurückgeführt. Für jede durch P gehende 
Ebene können wir leicht das n^^ Moment berechnen, wenn es für jene zu der 
Nullgeraden senkrechte Ebene bekannt ist. Das letztere Moment will ich d€u 
n^^ Moment des Massensystemes in Bezug auf den Schnittpunkt P nennen. 

37. Wenn die n^^ Nullfläche eines Massensystemes sich auf eine ebene 
Curve reducirt, so verstehe ich unter seinem n^^" Moment in Bezug auf eme 
Gruppe von n Geraden der Curvenebene dasjenige in Bezug auf n Ebenen, 
welche in den Geraden zur Curvenebene senkrecht stehen. Liegt die »^^ Null- 
fläche in einer Geraden^ so rede ich in ähnlichem Sinne vom n^° Moment des 
Systemes in Bezug auf n Punkte dieser Geraden. Diese n Punkte oder jene 
n Gerade können auch theilweise oder alle zusammenfallen. Wenn die n'^' 
Momente von zwei derartigen Massensystemen in Bezug auf n Gerade (oder 
Punkte), von denen nur eine (einer) l in der Ebene (resp. Geraden) ihrer beiden 
Nullflächen beweglich ist, gleiche Werthe haben für drei (resp. zwei) eon ein-- 
ander unabhängige Lageß von l, so sind sie auch gleichwerthig für jede andere 
Lage von L Denn verbinden wir diese drei oder zwei Lagen von / mit einem 
beliebigen Punkte resp. einer Axe des Raumes durch Ebenen, so sind (25.) 
die n^^^ Momente der Massensysteme für jede Ebene dieses Punktes oder dieser 
Axe gleichwerthig, woraus (35. und 36.) der Satz folgt. 



• §. 7. Momente dritten Grades. 

38. Wir haben jetzt alle Hülfsmiltel an der Hand, um zu beweisen, 
dass ein Massensystem hinsichtlich seiner n^^^ Momente durch eine begrenzte 
Anzahl von Massenpunkten ersetzt werden kann, auch wenn diese Momente 
nicht durch die Massenvertheilung, sondern durch irgend eine ganze homogene 
Function n^^^ Grades von a, /?, y, p gegeben sind. . Doch halte ich es für 
zweckmässig, den allgemeinen Fall zunächst durch das Beispiel n = 3 zu er- 
läutern. Ich behaupte: Ein Massensystem m kann hinsichtlich seiner dritten 
Momente auf unendlich viele Arten durch zehn Massenpunkte ersetzt werden. 
Sechs derselben liegen in einer willkürlich angenommenen Ebene E; die übrigen 
vier bilden ein ganz beliebiges, ausserhalb E gelegenes Poltetraeder der ersten 
Polare von E in Bezug auf die dritte Nullfläche des Systemes. Von den -sechs 
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Massenpunkten der Ebene E liegen drei auf einer willkürlichen Geraden g eon 
E; die übrigen drei liegen ausserhalb g und bilden ein ganz beliebiges Polr- 
dreieck einer bestimmten Curve zweiter Classe^ welche durch g und die ersten 
vier Punkte bestimmt ist. Von den drei Punkten der Gereuten g können end- 
lich zwei willkürlich angenommen werden; sie bestimmen den dritten, 

39. Sei F^ die ganze homogene Function dritten Grades von a, ß, 
y, p, durch welche das dritte Moment des Massensystemes m nicht nur für 
jede einzelne Ebene, sondern auch (23.) für jede Gruppe von drei Ebenen 
gegeben ist. Sei E eine Ebene einer solchen Gruppe und fest angenommen, 
während die übrigen beiden beweglich bleiben; dann kann das dritte Moment 
bezüglich dieser Gruppe auch aufgefasst werden als zweites Moment eines 
neuen Massensystemes in Bezug auf das bewegliche Ebenenpaar (22.). Die 
zweite Nullfläche dieses neuen Massensystemes fällt zusammen mit der ersten 
Polare der Ebene E in Bezug auf die dritte Nullfläche F^ = des gegebenen. 
Jenes neue System kann hinsichtlich seiner Trägheitsmomente durch vier Massea- 
punkte ersetzt werden, welche ein Poltetraeder 1, 2, 3, 4 seiner zweiten 
Nnllfläche bilden. Wir bestimmen vier solche Punkte, dividiren die ihnen bei- 
zulegenden Massen durch ihr« respectiven Abstände von der festen Ebene E 
nnd bezeichnen die Quotienten mit mi, mo, nta, 1114. Denken wir uns dann in 
den Eckpunkten des Poltetraeders 1, 2, 3, 4 die respectiven Massen nix, ff»2? ms, m« 
concentrirt, so haben (22.) diese vier Masseupunkte für jede Gruppe von drei 
Ebenen, welcher E angehört, dasselbe dritte Moment wie das Massensystem m. 
Wir dürfen übrigens keinen der Punkte 1, 2, 3, 4 in der Ebene E annehmen, 
damit nicht die ihm beizulegende Masse unendlich wird. Die Masse m^ können 
wir auch direct berechnen, indem wir ihr drittes Moment in Bezug auf die 
drei Ebenen E, 234 und E\ von denen E' ganz beliebig ist, gleich demjenigen 
von m in Bezug auf dieselbe Ebenengruppe machen ; und ebenso ergeben sich 
ms, ms, m^ unmittelbar. 

40. Vermindern wir das Massensystem m um die vier Massenpunkte 
ffii, nh-i ms? m«, so erhallen wir ein System m*, dessen drittes Moment in 
Bezug auf jede, die E enthaltende Gruppe von drei Ebenen Null ist. Die 
zweite Polare jeder Ebene in Bezug auf die dritte Nullfläche von m' reducirt 
sich deshalb (22.) auf einen in E liegenden Punkt, und diese Nullfläche selbst 
muss sich folglich (33.) auf eine in E liegende Curve dritter Glasse reduciren. 
Das dritte Moment vom m' können wir für jede Gruppe von drei Geraden 
jder Ebene E als gegeben ansehen ; denn für alle Ebenengruppen des Raumes 
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sind die dritten Momente derjenigen beiden Massensysteme m und (fHi, m^, 1113, 1914) 
bekannt, deren Differenz m' ist. Nehmen wir von drei solchen Geraden die 
eine g fest in E an, so kann das dritte Moment von m! bezüglicli dieser Gruppe 
auch als zweites Moment eines neuen Massensystemes in Bezug auf die fibrigen 
beiden beweglichen Geraden aufgefasst werden. Die zweite Nullfläche dieses 
neuen Systemes ist die in E liegende erste Polare von g hinsichtlich der 
dritten Nullfläche von m\ Wir können also (27.) in den Eckpunkten 5, 6, 7 
eines Poldreieckes dieser Polare drei Massen ms, m^^ m^ von solcher Grösse 
annehmen, dass deren drittes Moment für jede, die g enthaltende Gruppe von 
drei Geraden gleich demjenigen von m' wird. Wir bestimmen z. B. nts der 
Grösse nach, indem wir von den beiden beweglichen Geraden der Gruppe die 
eine mit 67 zusammenfallen lassen, die andere beliebig in E annehmen, und 
sodann das dritte Moment von m^ gleich demjenigen von ni machen. 

41. Vermindern wir jetzt das System m' um die drei Massenpunkte 
iiis, Ute, m?, so erhalten wir ein Massensystem m"^ dessen drittes Moment für 
jede Gruppe von drei Ebenen, von denen eine durch die Gerade g geht, ver- 
schwindet. Die zweite Polare jeder beliebigen Ebene bezüglich der dritten 
Nullfläche von m" liegt folglich in jeder durch g gehenden Ebene, also auch 
in g selbst; diese Nullfläche reducirt sich auf drei in g liegende Punkte. Das 
dritte Moment von m!' können wir für jede Gruppe von drei Punkten der 
Geraden g als bekannt ansehen (vgl. 40.); halten wir einen dieser Funkte, P, 
fest, so können wir dieses dritte Moment als Trägheitsmoment eines neuen 
Massensystemes in Bezug auf die übrigen beiden beweglichen Punkte betrachten. 
Die zweite NuUfläcbe dieses neuen Systemes reducirt sich auf zwei Punkte 
von g^ und fällt zusammen mit der ersten Polare einer beliebig durch P ge- 
legten Ebene hinsichtlich der dritten Nullfläche von m". Seien 8 und 9 zwei 
Punkte von g, welche einander conjugirt sind bezüglich jener zweipunktigen 
Nullfläche, so können wir denselben zwei solche Massen mg und nio beilegen, 
dass deren drittes Moment für jede den Punkt P enthaltende Gruppe von drei 
Punkten der g denselben Werth erhält, wie dasjenige von m" für dieselbe 
Gruppe. Die Masse ms z. B. bestimmen wir, indem wir von den beiden will- 
kürlichen Punkten der Gruppe einen mit 9 zusammenfallen lassen, den andern, 
Q, beliebig annehmen; dann ist sowohl für die Gruppe P, 9^ Q als auch 
für P^ 9, 8 das dritte Moment des Systemes m' gleich demjenigen von irb, 
und diese Uebereinstimmung findet folglich (37.) auch für jede andere Punkten- 
gruppe P^ 9, jß der Geraden g statt. Bestimmen wir ebenso mg, so haben 
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die Massenpnnkte nis, mg für die beiden Punktengroppen P^ 9, R und P, 8j 
Ry und folglich (37.) für eine jede Punktengruppe P, Q, R von g, in welcher 
der feste Punkt P vorkommt, dasselbe dritte Afoment wie das Massensystem m!\ 

42. Vermindern wir endlich wiederum das Massensystem m*' um die 
Hassenpunkte m^ und m^^ so erhallen wir ein Massensystem m!*\ dessen dritte 
Nullfläche sich auf deu Punkt P reducirt; denn die zweite Polare jeder Ebene 
des Raumes hinsichtlich dieser Nulifldche fällt mit P zusammen. Die dritten 
Momente dieses Systemes rn'* in Bezug auf zwei beliebige Ebenen sind folg- 
lich den Guben der Abstände dieser Ebenen vom Punkte P proportional (17.), 
sodass wir m^' hinsichtlich seiner dritten Momente ersetzen können durch eine 
in P concentrirte Masse iii|,j. Letztere kann auch zugleich mit m^ und nig 
und auf dieselbe Art wie diese Massen berechnet werden. Die Differenz von m"' 
und mju ist indifferent hinsichtlich ihrer dritten Momente, und folglich sind die 
zehn Massenpunkte mi, m,) ••• ^lo dem Massensysteme m äquivalent, und 
unser Satz (38.) ist bewiesen. 

43. Da wir uns die dritten Momente des Systemes m durch irgend 
eine ganze homogene Function dritten Grades von a, ß, y^ P gegeben dachten, 
so gewinnen wir zugleich den algebraischen Satz (vgl. 31.): 

Jede ganze homogene Function F^ dritten Grades der Ebenen-- 
coordinaten a^ ß^ y^ p lässt sich, wenn ihre Coefficienten reell sind^ auf 
unzählige Arten als Summe von zehn reellen Cuben linearer homogener 
Functionen darstellen. Einzeln gleich Null gesetzt repräsentiren diese 
linearen Functionen zehn Punkte, von denen drei in einer Geradefi g und 
noch drei andere in einer durch g gehenden Ebene E liegen, die übrigen 
vier aber ein ganz beliebiges Poltetraeder der ersten Polare von E hin^^ 
sichtlich der Nullfläche jener Function F^ bilden. Die Ebene E und die 
in ihr liegende Gerade g sind ganz beliebig anzunehmen, sodann auch 
jenes Poltetraeder. Von den drei in g liegenden Punkten können zwei, 
von den drei übrigen in E liegenden kann einer ganz beliebig, ein anderer 
sodann in einer gewissen Geraden willkürlich angenommen werden. Durch 
diese Annahmen sind aber alle zehn Punkte, sowie auch die Coefficienten 
jener zehn Cuben (als Massen der zehn Punkte) völlig bestimmt. 

44. Wir können den zehn Punkten noch besondere gegenseitige Lagen 
ertheilen. Nehmen wir z. B. ausser der Ebene E noch die Ebene 234 will- 
kürlich an, so können wir deren Schnittlinie mit E zur Geraden g wählen. 
Der Punkt 1 ist alsdann völlig bestimmt; denn er bildet mit 2, 3, 4 ein 

41» 
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Foltetraeder der ersten Polare von E bezüglich der dritten Nullfläche des 
Massensystemes und ebenso mit 5, 6, 7 ein beliebiges Poltetraeder der ersten 
Polare von 234 hinsichtlich derselben Nullfläche. Nun giebt es aber drei, 
wenn auch nicht immer reelle Strahlen des Punktes 1, welche einander con* 
jugirt sind in Bezug auf jede dieser beiden ersten Polaren. Wir wollen die 
Schnittpunkte dieser Strahlen mit den Ebenen E und 234 als die Punkte 
5, 6, 7 und 2, 3, 4 annehmen. Wir können sodann in den Ebenen 156 
und 167 zwei von den drei auf g liegenden Massenpunkten annehmen; und 
sollte hierbei der Fall eintreten, dass der dritte auf g liegende Punkt in die 
Ebene 175 fiele (was sich wahrscheinlich durch passende Wahl der Ebenen 

E und 234 erreichen lässt), so würden die zehn Punkte sich als die Schnitt- 
punkte von fünf Ebenen darstellen. 

45. Ein Massensystem kann übrigens auch durch weniger als zehn 
Massenpunkle ersetzt werden hinsichtlich seiner dritten Momente. Bekanntlich 
giebt es im Räume unendlich viele Punkte, deren erste Polarflächen bezüglich 
einer Fläche dritter Ordnung Kegelflächen sind; dieselben liegen auf einer 
Fläche vierter Ordnung, der Kemßäche der gegebenen. Ebenso giebt es un- 
endlich viele Ebenen, deren erste Polaren hinsichtlich der dritten Nullfläche 
eines Massensystemes ebene Curven sind. Wählt man eine dieser Ebenen 
für E, so reducirt sich das ausserhalb E liegende Massenletraeder auf ein 
Poldreieck der entsprechenden Curve zweiter Classe. Ebenso kann man die 
' Gerade g so wählen, dass die drei in E, aber ausserhalb g liegenden Massen- 
punkte sich auf zwei reduciren; und von den drei Massenpunkten auf g können 
zwei so gewählt werden, dass der dritte die Masse Null erhält. Statt der 
zehn Massenpunkte haben wir alsdann sieben, welche jedoch keineswegs immer 
reell ausfallen; denn schon die Ebenen, deren erste Polarflächen hinsichtlich 
der dritten Nullfläche ebene Curven sind, können alle imaginär werden. Ob 
aber nicht ein Massensystem hinsichtlich seiner dritten Momente immer durch 
sieben reelle Ma$senpunkte ersetzt werden kann, von denen keine vier in 
einer Ebene liegen, bleibt eine offene, für die Theorie der Flächen dritter 
Classe nicht unwichtige Frage, die muthmasslich bejaht werden muss. Dieselbe 
ist gelöst, sobald man zu jeder Fläche dritter Classe sieben Punkte construiren 
kann, von denen je vier ein Poltetraeder der ersten Polare einer durch die 
übrigen drei gelegten Ebene bilden *). 

**) Bekanntlich kann eine ganze homogene Function dritten Gerades von vier 
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§. 8. Ganze homogene Functionen «*•" Grades mit reellen Coefficienten. 

46. Ein Massensystem kann hinsichtlich seiner n^^" Momente durch 
^4 o ^ Massenpunkte ersetzt werden, und wenn seine n^^ Null fläche 

sich auf eine ebene Curee reducirt, sogar durch . 1^ Punkte der Curven- 

ebene; wenn aber jene Nullfläche in n Punkte einer Geraden ausartet, so ge- 
nügen schon n Massenpunkte in dieser Geraden, um es zu ersetzen. Der Be- 
weis ist dem für n = 3 soeben geführten so analog, dass ich ihn kurz fassen 
darf. Ich nehme an, der Satz sei richtig fflr fi==j— 1; wenn ich auf diese 
Annahme gestützt zeigen kann, dass er auch für n = i gelten muss, so ist er 
allgemein bewiesen. Beim Beweise wird sich herausstellen, dass von den 
Massenpunkten eine Anzahl ganz willkfirlich, andere in gewissen Ebenen oder 
Geraden willkürlich angenommen werden können, wie bei den Fällen n = 2 
oder 3. Die fi^®° Momente des Systemes seien auch hier nicht durch diQ 
Massenvertheilung, sondern durch irgend eine ganze homogene Function n^^^ 
Grades von ol, ß, y, p gegeben. Zuerst will ich den letzten Theil des 
Satzes beweisen. 

47. Die j'^ Nullfläche des Systemes reducire sich also auf i Punkte einer 
Geraden g. Wir berechnen das i^^ Moment für eine Gruppe von i Punkten 
dieser Geraden; wird einer dieser Punkte, P, festgehalten, so kann dieses 
Moment auch als i—V"^^ Moment eines neuen Systemes in Bezug auf die 
fibrigen t— 1 Punkte aufgefasst werden. Nach meiner Annahme kann dieses 
neue Massensystem durch t— 1 Massenpunkte der Geraden g ersetzt werdeq, 
deren Massen dividirt durch ihre respectiven Abstände von P mit m^, n^^ 
fii3, ... m^i bezeichnet werden mögen. Damit diese Quotienten endlicli bleiben, 
darf keiner der Massenpunkte mit P zusammenfallen. Subtrahiren wir nun 
vom alten Massensystem die in den i— 1 Punkten concentrirten Massen mi^ n^^ 
1113, ... mi_i, so erhalten wir ein System, dessen t^*' Nullfläche sich auf den 
Punkt P reducirt; denn sein i^®* Moment ist Null für jede Gruppe von i 
Punkten, welcher P angehört, und folglich reducirt sich die t— 1*^ Polare 
jeder nicht durch P gehenden Ebene auf P. Dieses ganz specielle Massen- 



Variabein, wie Herr Sylvester gefunden und Herr Clebsch (in diesem Journal Bd. 59 
S. 193) zuerst bewiesen hat, im Allgemeinen auf eine einzige Art als Summe von 
fünf Guben dargestellt werden. Dieselben sind aber keineswegs immer reell. 
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System können wir liinsichüich seiner 1^»° Momente durch eine in P concen- 
trirte Masse m, ersetzen (vgl. 42.), also auch das ursprünglich gegebene System 
durch die i Massenpunkte mj, i?»2? • • • m^- 

48. Von den t Massenpunkten dürfen keine zwei zusammenfallen, und 
jeder ist die t—1^^ Polare der übrigen hinsichtlich der t^» Nullfldche. Daraus 
und aus (41.) ergiebt sich, dass die Lage von i— 1 derselben willkürlich auf 
der Geraden g angenommen werden darf, wodurch dann die Lage des letzten 
völlig bestimmt ist. Die Masse mt eines beliebigen von ihnen ergiebt sich 
direct, wenn wir sein i^^ Moment für i Punkte, von denen einer beliebig auf 
g liegt, und die übrigen mit den anderen t— 1 Massenpunkten zusammenfallen, 
gleich demjenigen des gegebenen Massensystemes machen. Also: Wenn wir 
auf der Geraden g die Lagen von i— 1 Massenpunkten willkürlich annehmen ^ so 
sind dadurch und durch die gegebenen i^"* Momente ihre Massen, sowie die 
Lage und Masse des V^" Punkte» völlig bestimmte 

49. Reducirt sich die t^ Nullfläche des Massensystemes auf eine ebene 
Cnrve, so berechnen wir für eine Gruppe von i Geraden der Curvenebene E 
das j^ Moment. Ist eine dieser Geraden, g, fest, so können wir jenes t ^ Mo- 
ment auch als i — 1^^ Moment eines neuen Massensystemes hinsichtlich der 
übrigen i—\ Geraden auffassen. Letzteres ersetzen wir (was nach meiner 
Annahme möglich ist, da seine i— 1^® Nullfiäche als erste Polare von g sich 

ebenfalls auf eine in E liegende Curve reducirt) durch ^ T"o Massenpunkte, 

welche wir sofort durch ihre Abstände von der festen Geraden g dividiren. 

Die Quotienten betrachten wir als Massen, welche in den nämlichen ^* T ^' 

Punkten concentrirt sind, und subtrahiren sie von dem gegebenen Massensystem. 
Die f ^^ Nullfläche der Differenz reducirt sich dann auf die Gerade g, weil ihr 
f^®" Moment für jede Gruppe von i Ebenen, von denen eine durch g geht, 
Null wird, und folglich g die t— 1^^ Polare jeder nicht durch g gehenden Ebene 
hinsichtlich jeher i^^" Nullfläche enthalten muss: Diese Differenz kann also 
hinsichtlich ihrär t^^" Momente durch i Massenpunkte ersetzt werden (47.)) und 

folglich das gegebene Massensystem, wie behauptet wurde, durch i-f T» 
oder '^. "^ ' Massenpunkte der Curvenebene E. 

50. Eine leichte Ueberlegüng ergiebt (vgl. 48.), dass i von diesen 
-^V^-^ Punkten auf einer willkürlich in E angenommenen Geraden g liegen, 
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f— 1 andere auf einer zweiten willkOrlichen Geraden von E, wieder i-*2 
andere auf einer dritten u. s.w. Wir können also in der Ebene der i^» 

Nullfläche t — 1 Gerade willkflrlich annehmen, von denen die erste t^ die zweite 

• 

f — 1, Oberhaupt die Ä^® »~&+l von den *'^*"^ ^ Massenpunkten enthalten soll. 

Dadurch ist der letzte Massenpunkt der La^e und Masse nach völlig bestimmt; 
er ist die »— 1*® gemischte Polare der t — 1 Geraden hinsichtlich der i*«° Null- 
fläche. Auf jeder Geraden kann man dann noch alle auf ihr liegenden Massen- 
punkte bis auf einen der Lage nach willkflrlich annehmen^ wenn nur keine 
zwei zusammenfallen; ihre Massen, sowie Lage, und Masse der noch öbrig 

t (i I i^ 
bleibenden Punkte sind dadurch völlig bestimmt. Man kann z.. B. die '\ "L ^ 

Punkte so legen, dass sie bis auf einen noch Aber ein zweites System von 
f~l Geraden in der soeben angegebenen Weise sich vertheilen; nur sind 
diese anderen i— 1 Geraden nicht mehr ganz willkürlich, wie die ersteren 
es waren. 

51. Den ersten Theil des Satzes (46.) beweisen wir auf ähnliche Art 
Wir nehmen eine Ebene E willkürlich an und bestimmen ein System von 

i'o^ ausserhalb E gelegenen Massenpankten so, dass ihr i^^ Moment 

ffir jede die E enthaltende Gruppe von i Ebenen gleich demjenigen des ge- 
gebenen Massensystemes wird (was nach den gemachten Annahmen möglich 
ist). Subtrahiren wir vom letzteren Systeme diese sämmtlichen Massenpünkte, 
so erhalten wir ein neues System, dessen i^^ Nullfläche sich auf eine in E 
liegende Curve reducirt, welches also hinsichtlich der f^° Momente durch 

*'^*"^ ^ in E enthaltene Massenpunkte ersetzt werden kann (49.). Folglich ist 
das gegebene System aequivalent einem Systeme von \ ^ + — r2~3 — 

oder * 4 o Q Massenpunkten, und der aufgestellte Satz (46.) ist seiner 

ganzen Ausdehnung nach bewiesen. 

52. Von diesen *^ "t o q Massenpunkten können wir eine Ah- 
zahl der Lage nach willkürlich annehmen, nur dflrfen keine zwei derselben 
zusammenfallen. Wir können zunächst beliebige t— 1 Ebenen wählen, von 

denen die erste ^'^\'^J\ die zweite '-Vo* «°d allgemein die &*«: 

i.2 
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von jenen Massenpunkten enthalten soll. Dadurch ist der letzte Massenpunkt 
der Lage und Masse nach völlig bestimmt; auf ihn reducirt sich die i— 1^ 
gemischte Polare jener t— 1 Ebenen in Bezug auf die i^^ Nullfiäche des gegebenen 
Massensystemes. In der k^^^ Ebene können sodann i— Ar Gerade willkflrlich an- 
genommen werden, von denen die erste i—k+i^ die zweite t— Ar und allgemein 
die /^^ i—k—l+2 von jenen Massenpunkten enthalten soll. Auf jeder solchen 
Geraden können wir endlich alle auf ihr befindlichen Massenpunkte bis auf einen 
einzigen willkflrlich festlegen; ihre Massen, sowie die Lagen und Massen der 
übrigen Massenpunkte sind dadurch und durch die gegebenen t^^ Momente 
völlig bestimmt. 

53. Das n^^ Moment eines Systemes von Massenpunkten in Bezug 
auf eine Ebene (ct^ß^y^p) lässt sich ausdrücken durch: 

^{ciXk+ßyk+rük—pT'fn)t, 

wenn mt und x^, y^, ^^ Masse und Coordinaten eines beliebigen jener Punkte 
bezeichnen, und die Summe Aber alle vorhandenen Massenpunkte ausgedehnt 
wird. Jedes Glied dieser Summe ist also das Produkt aus einem Coef&cienten 
I»* in die n^^ Potenz einer linearen homogenen Function von a, ß, y, p. Da- 
raus und aus (46.) folgt der algebraische Satz: 

Jede ganze homogene Function n^^" Grades von vier Variahein und 
mit reellen Coefficienten lässt sich auf unzählige Arten als Summe eon 

— — . i'\ ' reellen ri^" Potenzen linearer homogener Functionen der-' 

selben Variabein darstellen; und zwar kann eon diesen linearen FunctUmen 
eine Anzahl ganz willkürlich bis auf einen constanten Factor angenommen 
werden. Jede solche Function eon drei oder zwei Variabein lässt sich 

ebenso als Summe eon '^. ^ resp, n reellen v!^ Potenzen linearer 

homogener Functionen darstellen. 

Der erste Theil des Satzes ist bewiesen für die Ebenencoordinaten a, 
ßy y, p, zwischen denen aber die Bedingung besteht: 

«'+/^+y' = 1. 

Diese Bedingung können wir beseitigen, indem wir statt a, ß, y, p neue 
Variable a^, /?i, y^, pi einführen mittelst der Gleichungen: 
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denn sie geht alsdann über in die Gleichung: 

welche gar nichts Ober die neuen Yariabeln aussagt, weil d ganz willkürlich 
ist. Die JGleichung zwischen der Function n^^^ Grades und den n^^^ Potenzen 
ändert sich zugleich nur insofern, als a^, ßi\ y^ und pi an die Stelle von a^ 
ß, y^ p treten. Der letzte Theil des Satzes entspricht dem Falle, in welchem 
die Nullfläche einer ganzen homogenen Function der Ebenencoordinaten sich 
auf eine ebene Curv^ oder auf n Punkte einer Geraden reducirt. Wir wählen 
die Curvenebene zur xz Ebene oder die Gerade zur x-Axe und setzen dann 
y resp. ß und y Null, wodurch die Function in eine beliebige ganze homogene 
Function gleichen Grades von den Yariabeln a^ ß^ p resp. a, p übergeht. 
Die Bedingungsgleichungen : 

a' + ß'^l resp. a' = 1 

« 

beseitigen wir wieder wie oben durch Einführung neuer Yariabeln. 

54. Wird unsere Beweisführung ihres mechanisch-geometrischen Ge- 
wandes entkleidet, so können wir sie auch auf Functionen von mehr als vier 
Yariabeln anwenden, und erhalten allgemein den Satz:' 

Jede ganze homogene Function »''" Grades von k Yariabeln und mit 
reellen Coefßcienten lässt sich auf unzählige Arten als Summe von 

■ ^ j o Q rl \^ ree/fef^ «^"* Potenzen linearer homogener 

Functionen derselben Variabein darstellen. 
Aus (45.) ist ersichtlich, dass sich die Anzahl dieser n^^ Potenzen durch 
zweckmässige Wahl der linearen Functionen, soweit die letzteren willkürlich 
sind, im Allgemeinen verkleinern lässt. Diese Yerkleinerung ist um so eher 
möglich, wenn auch lineare Functionen mit complexen Coefßcienten zugelassen 
werden (vgl. 45, Anmerkung). Doch dürfte bei manchen Untersuchungen 
gerade die Willkürlichkeit einer Anzahl dieser Functionen von Yortheil sein. 
Zum Schluss möge noch der folgende Satz hier Platz finden , dessen Beweis 
in demjenigen von (46.) enthalten ist: 

3Ian kann auf unendlich viele Arten ein Massensystem so bestimmen, 

dass sein fi^^^ Moment: 

/{ax + ßy + yz—pydm 

in Bezug auf eine Ebene (a, ß, y, p) einer willkürlich gegebenen, ganzen 
homogenen Function n^""* Grades der Ebenencoordinaten a, ß, y, p gleich 
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wird. Die Gleichung: 

/{(xx+ßy+yi—pydm = 

kann demnach als diejenige einer ganz beliebigen Fläche ri^'' Classe 6e- 
Irachlet werden. 

Durch diese Auffassung der Flächen n^^^ Classe als n^^ NuIlflSchen von 
Massensystemen wird, wie wir gesehen haben, die Polarenlheorie dieser Flächen 
sehr einfach und anschaulich. 

Zarich, den 12. Januar 1870. 
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Einige allgemeine Sätze über ebene Curven und 

über Flächen mit Anwendungen auf Curven 

und Flächen zweiter und dritter Ordnung. 

(Von Herrn Joerres m Ahrweiler). 



L Sätze über ebene Curven. 

1. „JtLann man sich die ebene Curve P21» entstanden denken durch 
zwei projectivische Bflschel {A^B^C^...) und (^5^,0^...), so kann man sich 
dieselbe auch entstanden denken durch zwei andere projectivische Büschel, 
von denen' der eine die Curven A^ und Ä^, und der andere die Curven B^ 
und Bl als die jenen bezüglich entsprechenden enthält.^ Dabei zeigt, wie 
überall auch im Folgenden, der einem Symbol angehängte Index die Ordnung 
der betreffenden Curve — und weiter unten auch der betreffenden Fldche — 
an. Ist C^=A^+aB^=0 die Gleichung der Curve C,, und C« = ^1+/?JB. = 
die Gleichung der Curve C^, so ist ßAnß^^aÄ^B^ die Gleichung der Curve 
Pj,. Ist A!^^A^+yAi=0 die Gleichung einer beliebigen Curve des Büschels 
(^,-41), und B'^^B^+dB'^ = die Gleichung der entsprechenden Curve 
des Büschels (B^, B^)^ so folgt hieraus als Gleichung für die von diesen 
Büscheln erzeugte Curve: ^A^Bl=yA[,B^. Diese Gleichung wird identisch 
mit der Gleichung von P2», wenn wir a:ß^y:d setzen. 

2. l^ter der Bedingung a:ß==y:^ kann also Pa» entstehen sowohl 
aus den projecti vischen Büscheln 

(AßnC«...) und (XPIC:...) 

als auch aus den projecti vischen Büscheln: (A^Ä^Ä^...) und (B^B'^B[l ,..). 

Für die Curven dieser Büschel gilt nun der Satz: ^Die dreimal n^ 
Punkte {AB'n), {C^B'i), {ClA^) liegen auf derselben Curve S,«. Die Glei- 
. chungen von C^ und ^1' waren nämlich bezüglich : A^-\-aB^=^0^ B^+dB\,=^Q\ 
diese Curven schneiden sich daher auch auf einer Curve S^, deren Gleichung 
^— acTJBl ist. Ebenso schneiden sich Cl und Ä^, deren Gleichungen bezüg- 
lich: X+/^^1 = 0, A^'^yÄ^=^0 waren, auf einer Curve, deren Gleichung: 
^— /3y5l = ist. Da aber aus a:ß = y:S auch ad =^ ßy folgt, so ist die 

42* 
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letztere Cnrve wiederum die Curve S^. Auf dieser schneiden endlich auch die 
Curven A^ und Bl einander, wie aus der Gleichung A^—a^Bl,=^0 sofort 
hervorgeht. 

Ebenso liegen auch die dreimal n^ Schnittpunkte (J^B,), (C,^'), 
(CiB'^) auf derselben Curve w*®' Ordnung, deren Gleichung aBn=^)^Al oder 
ßB, = SÄ, ist. 

3. Schreibt man die ersteren 3 Paare von Curven, deren Schnittpunkte 
auf S, liegen, in der Reihenfolge A^C^C^B'^B^Ä^^ so ist ersichtlich, dass jede 
zwei auf einander folgende Curven sich auf P^, schneiden; dieses gilt auch 
von den Curven A'J und A^. Jene sechs Curven bilden demnach eine ge- 
schlossene Kette, deren gegenüberliegende Glieder einander auf S^^ und deren 
auf einander folgende Glieder einander auf Pj» schneiden. Diese Bemerkung 
fahrt uns zu den Sätzen der drei folgenden Nummern. 

4. ^Liegen die dreimal n^ Schnittpunkte je zweier gegenfiberliegender 
Curven der geschlossenen Kelle: A^C^C^B'^B'^Ä^ auf einer Curve S,, so 
liegen die 6 mal n^ Schnittpunkte je zweier auf einander folgender Curven 
der Kette auf einer Curve P2«." — Weil nämlich die Punkte (-4,ßl) auf S, 
liegen, so hat die Gleichung von S, die Form: ^,— ÄÄ'. = 0; da nun aber 
auch (C^-B«) und {C^Ä^) auf S^ liegen, so haben die Gleichungen für Bl' und 
Ä^ bezflglich die Formen: C.-/i(J,-JljB.) = 0, und Ci-r(A^-lBl) = 0. 
Bestehen aber gleichzeitig irgend zwei auf einander folgende, oder auch die 
letzte und erste der 6 Gleichungen: 

^.=0, a=o, c:=o, b:=o, c-.aCA-^ß:)=o, c:-y(j.-i5:)=o, 

so. wird immer auch die Gleichung: A^Bl + j: — {Ci+ XyB',) (C^-- /tiA^) befrie- 
digt; diese Gleichung ist vom Grade 2ii^ mithin ist der Satz bewiesen. 

Der letzten Gleichung können wir auch noch folgende Formen geben: 

C,C:+IvB:C^-IuA,C: = 0, oder: ^(^^c: + XvB:c,^^f,A„c:KAn-iB ^^Q^ 
oder: ^''^"Cg»-f^C^».-^g»])~^g lC .(C:~y[il,^Xg:]) __q 

Sn 

oder endlich : ^nC:B:-lB,A,C, ^ ^ 

Liegen die Schnittpunkte CA^l), (C.Äl'), (CJX') auf einer Curve S., 
so lassen sich jene 6 Curven auf vierfache Weise zu einer Kette zusammen- 
stellen, so dass jedesmal S, die Durchschniltspunkle der gegenüberliegenden 
Glieder enthält. Demnach erhält man auch 4 Curven Pj.- Die 4 Ketten und 
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die Gleichungen der entsprechenden 4 Curven sind: 
(I.) A,C,C:b:b:ä:, ^»g-g» -^g»^»'C. ^ o, oder: AX + ^^' ^ ^''^'^^^' ~ ^^"^' = 0, 
(II.) A. C. ä:b: B: C: , '*''*''^'g/^'^''^' = O, oder : A^B, - C^' - ^^-XCn- fiA,) ^ ^^ 

(III.) A. b: c: b: c, a:, ^-(^-(^'-j^bwib: _ o^ ^jg^ . ^^^ _ (c:+Avg:xc,+A^g:) ^ ^^ 

(IV.) AB:ä:b:C,C:, ^iii^^^^A^ = O, oder: A.B: + ^^'' ~ ''^' ] ^^' + ^^^■^' = ö! 

Die Gleichung: (I.) lehrt uns, dass die entsprechende Curve A« entstehen kann 
aus. zwei projectivischen Curvenböscheln, von denen der eine die Curven A^, 
C„ C^—/itA^^ und der andere die bezüglich entsprechenden Curven C„+lvB[,, 
Cly B„ enthält. Ferner erhellt aus der Gleichung (I.), dass die entsprechende 
Curve P?» auch entstehen kann durch zwei projectivische CurvenbQschel, von 
welchen der eine die Curven A^, Ci+).yB[,, Ä^^Ci-'V(A^'-'XBl) und der 
andere die bezäglich entsprechenden Curven C^—fiA^y ß^^ B'^^C^—fi^A^—XBl,) 
enthält. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dass auch die andern Curven P,. 
durch projectivische Büschel entstehen können. 

5. Die durch die Gleichungen (I.), (IL), (HL)? (IV.) beslimmten Curven 
haben noch folgende merkwürdige Beziehungen zu einander. Die Curven (I.) 
und (IL) haben mit einander ausser den 2n^ Schnittpunkten (^»C„) und (Ä^B'^) 
noch 2ii^ Schnittpunkte gemein, welche auch auf der Curve Ci+Ä^ liegen. 
Die Curven (III.) und (IV.) haben mit einander ausser den 2n^ Schnittpunkten 
{A»B'^) und (JBICJ noch 2»^ Schnittpunkte gemein, die auf jener selben Curve 
Ci+A'n liegen. Ebenso haben (I.) und (III.) ausser den 2ii^ Schnittpunkten 
(A^Ä^) und (B^Cl) noch 2n' Punkte gemein, die auch auf der Curve C^+B'^ 
liegen. Die Curven (IL) und (IV.) haben ausser den 2i»^ Schnittpunkten 
(A^Ci) und {Ä^B'^) noch 2«^ Punkte gemein, die wiederum auf der Curve 
C^+B'n liegen. Endlich haben die Curven (I.) und (IV.) ausser den 2»^ 
Punkten (,C^Ci) und {B'^ A'^) noch 2«^ Punkte gemein, die auf der Curve 
A^-i-lB'^ liegen. Auf derselben Curve A^-r^B'n liegen auch die 2n^ Punkte, 
welche die Curve (IL) und (IIL) ausser den Schnittpunkten (C^Än) und {ClB'^) 
gemein haben. Bemerken wir nun noch, dass die Gleichung für S^^ ausser 
der Form: -4„— ÄJ?^ = 0, auch wegen der Gleichungen -41'^ C,i—i^ (-4^— ÄÄl) 
und 5: = C,-,a(^,-Äj?:) die Formen C;- X' = und C.-ä:' = an-- 
nehmen kann, so fällt in die Augen, dass die Curve C^-^rÄ^ von der Curve 
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S„ oder C„ — Ä^ durch die Curven Ci und A'^ harmonisch geirennt wird, dass 
ferner C„+B'^ von S^ oder C^—B'!, von C« und B'^ harmonisch getrennt wird, 
und dass endlich die Curve A^+lBl von S« oder A^—XB\, durch Ä^ und 
B'^ harmonisch getrennt werden. Dabei ist noch zu erwähnen, dass die Kette 
(II.) aus (I.) abgeleitet werden kann durch Yertauschung von Cl und Ä^; auf 
dieselbe Weise kann man die Kelle (IV.) aus (III.) ableiten. Ferner ver- 
lauscht man in den Ketten (I.) und (II.) die Glieder C. und B'^^ so erhält 
man die Ketten (III.) und (IV.), und vertauscht man endlich in den Ketten (I.) 
und (II.) die Glieder A^ und 51, so erhält man die Ketten (IV.) und (III.). 

6. ^Bilden die Curven A^C^C^B\,B*^ ÄJ, eine geschlossene Kelle der 
Art, dass die Schnittpunkte je zweier auf einander folgender Glieder der 
Kette auf derselben Curve P,» liegen, so liegen die 3ii^ Schnittpunkte je zweier 
einander gegenüberliegender Glieder auf derselben Curve S^ .^ Die Curven 
Any Cn, B'^ stellen in ihrer Gesammtheit eine Curve der Ordnung 3» dar; 
ebenso stellen die Curven 5^, Äl^ C, eine solche Curve von der Ordnung 
Zn dar; die Gleichung einer beliebigen Curve P^^ des Büschels jener zwei 
Curven ist daher: A^ClB'^—XB'^Ä^C^. Man kann nun X so bestimmen, dass 
P^^ durch einen solchen Punkt von jPj, geht, der nicht zugleich ein Schnitt- 
punkt zweier Glieder der Kelle ist. Dann hat P2» mit P^^ ausser diesem 
Punkte noch die Punkte (AQ, (Cd), {C'M, (^Ifil'), (51'^'), (X'-U 
also im Ganzen ^n^+\ Punkte gemein. Mithin zerfällt dann P^^ in die Curve 
F2« und eine Curve S,, auf welcher die Punkte {A^B,\ (C^^^'), (ßl'CJ liegen 
müssen. 

7. „Kann man sich eine Curve Pn+m entstanden denken durch zwei 
projectivische Büschel (.4.ß„C«...) und (^15^ Cj,...), und ist H^^^ — vor- 
ausgesetzt, dass n^m sei — eine beliebige Curve der Ordnung n—m, so 
kann man sich die Curve Pn^m-B^^^, welche von der Ordnung 2» ist, ent- 
standen denken durch die projectivischen Büschel (A^, B^, C^, . . .) und 
(^m • ^«-m^ B'm,Hn.^, C^ . Ä„_^ , . . .). Isl uun C« ^= A^'\-aB^y C^. H^^^ ^ 
Ä^.H^^+ßB'^.H^^^, A:=^A^+r^:^.H^^^, B:=B.+dBlH.^^, und a:ß=Y:d, 
so kann man sich die Curve Pn+m*H^^ auch entstanden denken aus den 
projectivischen Büscheln {A^, Ä^ . Ä^^«,, Ä^, . . .) und (B^, B'^ . H^^^, B'J, . . .). 
Die Schnitlpunkle (A^, B'^.H^^^ {Ci,H,Ä^)^[B'^,C^ liegen auf einer Curve 
S„^ A^—ad B'^H^_.^. Die Schnittpunkte (A^H^^^) und (X'Ä»_J sind dabei 
gemäss der Gleichung von ÄJ identisch. Die drei genannten Curvenpaare, 
deren Schnitlpunkle auf S^ liegen, sind die Paare gegenüberliegender Glieder 



JoerreSy einige allgemeine Sätze über Curten und Flächen. 331 

der Kette A^^ C^, Ci.Ä,_^, B'^.H^^^, B'^, Äl\ je zwei auf einander folgende 
Glieder dieser Kette schneiden sich auf der Curve Pn+mB^-m- D©r Beweis 
fflr diesen und die folgenden Sätze Aber Curven ist in den Nummern 1. — 6. 
gegeben. 

8. ^Bilden die Curven A^C^Ciß^B^Äi eine geschlossene Kette der 
Art, dass die 6 Gruppen Schnittpunkte je zweier auf einander folgender 
Glieder, mit Ausnahme von H^--tnn der Punkte {A^Ä^)^ auf derselben Curve 
Pn^m liegen, so liegen die gejiannten n^—tnn Punkte sammt den Schnittpunkten 
je zweier einander gegenüberliegender Glieder der Kette, also im Ganzen 
H^—mn+mn+n^+fnn=^2n'^+mn Punkte auf derselben Curve S,." — Für den 
Beweis ffige man die durch die im Satze hervorgehobenen n^—mn Punkte 
jedenfalls gehende Curve H^^^ der Curve Ci und der Curve Bl, bei. 

9. ^Bilden die Curven A^, C^, Cj,, Bi, B^ , Ä^ eine geschlossene 
Kette der Art, dass die Schnittpunkte je zweier gegenflberliegender Glieder 
nebst ti^—mn der Punkte {A^A^) auf derselben Curve S^ liegen, so liegen 
die Schnittpunkte je zweier auf einander folgender Glieder mit Ausnahme der 
genannten n^—mn Punkte auf derselben Curve Pn^my welche auch als das 
Erzeugniss zweier projectivischer Baschel von den Ordnungen n und m be- 
trachtet werden kann. Vertauscht man in der obigen Kette die Glieder C« 
und 5", so erhält man eine neue Kette, welcher eine zweite Curve P^^^ ent- 
spricht. Diese beiden Curven Pn^m schneiden einander ausser in mn der Punkte 
{A^Äi) und in den n^ Punkten {C^Bi) noch in n'+mii Punkten, die auf 
einer Curve Sl liegen, welche von S^ durch C. und B'J harmonisch getrennt 
wird.*' Fügt man jeder der Curven C^, Bi noch die Curve H^^ bei, welche 
jedenfalls durch die im Satze hervorgehobenen v^—mn der Punkte {A^A'i) 
geht, so lässt sich der vorstehende Satz nach den Nummern 4. und 5. noch 
bedeutend erweitern. 

10. Anwendung der Sätze 1.— 6. auf Curven zweiter Ordnung. Setzt 
man in den Nummern 1. — 6. » = 1, so hat man den Po^co/schen Satz und 
dessen Umkehrung. Aus Nummer 5. ergiebt sich aber noch folgende Erweiterung 
desselben: ^Sind a^ h^ c, d, e^ f in dieser Reihenfolge die Seiten eines 
Pmca/schen Sechseckes — dessen gegenüberliegende Seiten sich auf derselben 
Geraden n schneiden — so sind sie dies auch für folgende 4 Reihenfolgen: 

ahcdefy abfdec^ aecdhf, aefdbc. 
Die 6 Ecken liegen jedesmal auf einem Kegelschnitt ; diese vier Kegelschnitte 
seien K^^ Ki^ K^^ K^. Die beiden erstem besitzen ein Chordalenpaar, welches 



I 



332 Joerres, einige allgemeine Sätze über Curcen und Flächen. 

aus der Geraden (ab)— (de) nnd eioer Geraden s, besieht, die darch den 
Schnittpunkt (be) geht und durch c, f von » harmonisch getrennt wird. Die 
Curven K^ und jf, besitzen ein Chordalenpaar, welches aus der Geraden 
{ae)~(db) und der schon genannten Geraden s^ besteht. Ky und K^ besitzen 
ein Chordalenpaar, welches aus der Geraden (af)~(cd) und einer Geraden 
«} besteht, welche von s durch e und b harmonisch getrennt wird. Dieselbe 
Gerade «j ist auch eine Cbordale f&r IG und ff«, die conjugirte Chordale ist 
die Gerade {ac)~[df). Die Curven Ä", und K^ endlich besitzen ein Chor- 
dalenpaar, welches aus der Geraden (bc)—{ef) und einer Geraden «, besieht, 
die von s durch a und d harmonisch getrennt wird. Dieselbe Gerade «, ist 
auch eine gemeinsame Chordale fflr K2 und Kj, die conjugirte Chordale ist 
die Gerade (bf)-(ec)J' 

Die vorstehende Erweiterung des /'(wco/schen Satzes kann man auch 
rein synthetisch beweisen. Dazu ist nur beispielsweise zu zeigen, dass Ki 
und Äj ausser der Chordale (oi) — (rfe) oder ^ eine dieser conjugirte Chor- 
dale «3 besitzen, die dadurch bestimmt ist, dass sie von a durch c, / harmo- 
nisch gelrennt ist. Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass, wenn eine 
Gerade g durch einen Basispunkt eines CurvenbQschels zweiter Ordnung geht, 
und wenn eine Gerade g' durch einen zweiten Basispunkt des Büschels geht, 
dann die Curven des Bßschels auf g und ^ zwei einander perspectivische 
Gebilde erzeugen. Es gehören nun /^i, /G, «i«2 demselben Büschel an; die 
Gerade a geht durch den Basispunkt (ab) und schneidet die genannten Curven 
bezüglich in (a/*), (ac)^ (a»i); die Gerade d geht durch den Basispnnkt (de) 
und schneidet die genannten Curven beztiglich in [dc)^ (df) und (dSi). Mithin 
gehen die drei Geraden (af)—(dc), (ac)—(df), (o«») — (rf»j) durch denselben 
Pnnkl, oder m. a. W., Si gehl durch den Schnittpunkt der Geraden (af)—(dc) 
und iac)~-{df); dieser Schnittpunkt ist aber von dem Punkte (ad) auf s durch 
c, f harmonisch getrennt. Ebenso ergiebt sich, dass »^ durch den Schnittpunkt 
der Geraden (bc) — (ef) und (ec)~(bf) gehl, welcher Punkt von dem Funkte 
(be) auf g durch c, f harmonisch getrennt wird. Milhin wird die Gerade r, 
selbst von s durch c, f harmonisch getrennt. 

11. Fflr die Curven dritter Ordnung ergiebt sich beispielsweise folgender 
Salz: „Ist Ci das Erzeugniss der projecti viseben Büschel (AjBiC,...) und 
i)(abc...)y ist ferner m eine beliebige Gerade, so erzeugen die projecti vischen 
Büschel (Ai,am,Äi,.,.) und (£,, Am, £2',...) ausser der Geraden m ebenfalls 
die Cnrve C3, wenn nnr die Projectivitfit so bestimmt wird, dass Ai nnd Bi 
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einen Punkt mit C3 gemein haben; es liegfen dabei die Punkte (^29 ^29^)9 
(.426), (C2jBi'), (Ä2C) auf derselben Curve Sj." Oder auch: „Ist C3 das 
Erzeugniss der projeclivischen Bäschel (.^2 ^2 C!^ . . .) und 0{abc..,)^ und ist 
Ä2 eine beliebige durch (Aia) gehende Curve, so schneidet diese A2 noch in 
zwei Punkten einer Geraden m; die Punkte {B^b)^ {B2m) und die 4 Punkte, 
welche A2 ausser (-^jo) mit C3 gemein hat, liegen auf derselben Curve -B29 
und die 10 Punkte (^jMi'^w), (^26)9 (^i'c), {C2B2) liegen auf derselben 
Curve S2; die 10 Punkte {B2,B2,m\ (£2»), {B'^c), (C^^;') liegen endlich auf 
derselben Curve Si." 

Einer Cune eierter Ordnung C^ gehören nach Nr. 4. die 6x4 Schnitt- 
punkte der auf einander folgenden Glieder der Kelte ^2 C2 C2 -Bi -B2' ^i' an, 
wenn die 3x4 Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder auf der- 
selben Curve S2 liegen. Liegen 9 jener 6x4 Punkte auf einer Curve S2, 
so zerfällt d in diese Curve S2 und in eine Curve S2. Es können aber 
höchstens 12 jener 6x4 Punkte auf einer Curve zweiter Ordnung liegen ; 
mithin liegen auch wirklich 12 dieser Punkte auf S2 und die übrigen 12 auf 
5^2'- Nimmt man im Besondern an, dass die 8 Punkte (^202), (€2^2) und noch 
ein Punkt von {B2 A2) auf S2 liegen, so liegen auch die 3 übrigen der Punkte 
(^2'^^ auf S2, und die 12 Punkte (Ä2A2), (aC^j, (Äi^i') liegen auf Si'. 
Man kann in diesem Falle die 6 gegebenen Curven auch so zu einer Kette 
vereinigen, dass ^2 die Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder 
enthält: S2 und S2 enthalten dann die Schnittpunkte je zweier auf einander 
folgender Glieder. Endlich kann man auch die 6 Curven so zu einer Kette 
verbinden, dass S2 die Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder 
enthält, und dass ^2 und S2 abwechselnd die Schnittpunkte je zweier auf ein- 
ander folgender Glieder enthalten. 

II. Sätze über Flächen. 

12. Versteht man unter den Symbolen A^, B^, C„, . . .^ die in den 
vorhergehenden Nummern ebene Curven bedeuten, Flächen von der vom Index 
angezeigten Ordnung, setzt man ferner dem entsprechend an die Stelle der 
Ausdrücke „w' Punkte" oder y^mn Punkte" oder ^Punkte {A^B^)^ u. dgl. be- 
züglich die Ausdrücke ^räumliche Curve der Ordnung n^" oder „räumliche 
Curve der Ordnung mn^ oder „Linie {A^B^Y u. dgl., so lassen sich ganz 
wie oben folgende Sätze herleiten: 
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• 

a) .Kann man sich eine Fläche P^^ entstanden denken darch zwei 
projeclivische Boschel A^B.C....] und {Ä.ff^Ci...), und ist: C,=A^+aB,, 
C. = ^.-f,^F., X=A^'ryX, B,=B, + iB,, und a:ß = y:^, so kann 
maa sich die Fliehe F.. auch eotstanden denken aus den projeclivischen 
Büscheln A.A^A^...^ und B.BlB^..\ Die Gleichung von P,» ist dabei: 
{iA^B.^aA^B^. Die Schnitüinien i.4.k^ {C.K), (CI^') liegen dabei auf 
derselben Fliehe 5«; diese enthilt also die Schnittlinien je zweier gegenQber- 
liegender Fliehen der Kette A^C^C^B^ß^Ai,; jo zwei auf einander folgende 
Glieder dieser Kette schneiden sich in einer der Fläche P2n angehörigen Linie.^ 

b) «Bilden die Fliehen A^CS»BmB^Ä^ eine geschlossene Kette der 
Art, dass die 3 Schnittlinien je zweier einander gegenüberliegender Glieder 
anf einer FUche S. liegen« so liegen die Schniltlinien je zweier auf einander 
folgender Glieder anf einer Fliehe F.., welche auch als das Erzeugniss zweier 
projectiTischer Flaehenhüschel der Ordnung n betrachtet werden kann. Man 
kann aber die 6 jreirebeneo Fliehen auch noch in 3 andern Arten zu einer 
Kette verhinden, so zwar, dass die Paare gegenüberliegender Glieder identisch 
Uethen: jeder dieser Ketten entspricht dann eine neue Fläche P3». Die 4 
Keften sittd: 

i ,<t\cMf,j?,.i.: 11. as.ä:b.b:c:; III. a^b:c:b:c^ä:; 

W . A^B^ A^ B^ C. C. . 
Die diese« Ketten entsprechenden Flächen bezeichnen wir bezüglich mit I, II, 
IIK IV, Die Gteiehungen dieser Flächen findet man in No. 4. Die Schnitt- 
linie ir^^end iweier dieser Flächen ist von der Ordnung 4ii%* dieselbe zerfällt 
jeikKh in eine Linie von der Ordnung 2n^ und zwei Linien von der Ordnung 
tt c die^ Wiiie« letitera sind jedesmal auch Schnittlinien von zweien der 6 ge-> 
^ci>enen Fldkhen. Sehen wir von diesen ab und berücksichtigen also nur 
jvn^ SrätttiltUnien von der Ordnung 2j»*, so gilt der Satz: Die Schnittlinien 
Uir «wl UKIV' lie^^n auf einer Fläche der Ordnung n, die von der Fläche 
>' o^rvh die Flachen (\. A^ harmonisch getrennt wird; ferner liegen die 
Schnittlinien J- ^^*' «**^ v''* '^ ' •"^ ^'"^'^ Fläche der Ordnung n, die von S. 
d*rv* <\. K harmonisch gelrennt wird: enlich liegen die Schnittlinien (I, IV) 
itnU JU Ur ««r einer Fläche der Ordnung n, die von S. durch A und 51 

e^ ^Hilden die Fliehen XCA\B.B^^n ««« Kette der Art, dass die 
^ SehnitOii^i^ j^ tweier nnf einwder folgender Glieder auf einer Fläche Pj. 
|iM^% *^ 'w«^'«^ ^^ ^ Schnitüinien je zweier einander gegenüberliegender 
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Glieder auf einer Fläche S^ , und P?« kann sowohl als das Erzeugniss zweier 
projeclivischer Bflschel (A^C^) und (B'^Ci,) — wobei C^ und CJ einander ent- 
sprechen — betrachtet werden, als auch als das Erzeugniss zweier projecti- 
vischer Bfischel (A^Ä^) und (jB^jB«'); dabei entsprechen A!^ und B'^ einander. 

13. a) ^Kann man sich eine Fläche P^^^ entstanden denken durch 
zwei projectivische Büschel (A^B^C^...) und (Ä^B^Ci...)^ und ist H„_^ — 
vorausgesetzt, dass «>m sei — eine beliebige Fläche der Ordnung »— m, 
so kann man sich die Fläche Pn+m-B^^^ entstanden denken durch die pro- 
jectivischen Büschel {A^B^C,...) und (X.Ä«-.,5«.Än-., Ci.H^^^, ...). Ist 
nun C. = ^,+ «ß„, C:..fl_ = X.Än-«+/?Ä..Ä»-«, Ä: = A^+rAi.H^^^, 
Bli^B^+SB^.H^^^y und a:ß=y:dy so kann man sich die Fläche Pn+m-B^.^ 
auch entstanden denken durch die projectivischen Büschel {A^, Ä^.H^^^, -^l^.-O 
und {B^,B:.B^^,B:,...). Die Schnittlinien (A^.B'^.B^^^), {C^,B:) und 
(Ci.fl;,-H», X) liegen dabei auf derselben Fläche S^; dabei sind aber die 
Schnittlinien {A^^B^^) und (X', Ä«.J identisch. Die 3 genannten Flächen- 
paare, deren Schnittlinien auf S^ liegen, sind die Paare gegenüberliegender 
Glieder der Kette A^, C,, C^.B,^, ß^.B^^^, B'^, Ä^; je zwei auf einander 
folgende Glieder dieser Kette schneiden sich auf Pn+m-B^^^.^ 

b) „Bilden die Flächen A^C^CiBiB^Ä^ eine geschlossene Kette der 
Art, dass die Schnittlinie {A^A^) in zwei Linien von den Ordnungen nm und 
nin—m) zerfällt, und dass diese letztere Linie, sowie die Durchschnittslinien 
je zweier einander gegenüberliegender Glieder der Kette auf derselben Fläche 
Sn liegen, so liegt die genannte Linie der Ordnung nm sowie die sonstigen 
Schnittlinien je zweier auf einander folgender Glieder der Kette auf derselben 
Fläche P«+«. Vertauscht man in obiger Kette die Glieder C^ und B'^^ so 
erhält man eine neue Fläche Pn^m^i welche jene erstere ausser in zwei Linien 
von den Ordnungen m^ und nm noch in einer Linie von der Ordnung n{n-\-m) 
schneidet, durch welche es eine Fläche der Ordnung n giebt, die von S^ durch 
C« und B'^ harmonisch getrennt wird.^ Berücksichtigt man, dass es durch die. 
Linie von der Ordnung n{n—m) eine einzige Fläche H^,^ giobt, und fügt 
man diese Fläche sowohl der Fläche Ci als auch der Fläche B'^ bei, so kann 
man unsern Satz noch aus No. 12. 6) erweitern. 

c) „Bilden die Flächen A^C,Cl,B^BiÄ^ eine geschlossene Kette der 
Art, dass die Linie iA^Ä^) in zwei Linien von den Ordnungen nin—m) und 
mn zerfällt, und dass diese letztere Linie sowie die andern 5 Schnittlinien 
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}e rweier Kf ^zayier folrader Glieder der Kelle auf derselben Fläche P.4.« 
KrTea. so Her«! i> D^rciäciaitt^üale« je zweier einander gegenüberliegender 
Glieicer «4£r : i«^iKr Laie t,:b cer C»rdbsB£ ji »— m} auf derselben Fläche S„." 
14 Fir ifc f b amr rfyf Eff^rrbohid folgt aus No. 13. der Satz: „Ist 
.1. C C. £'. F'. .1" ^JL-t X'^^r il :^i«e»e Kelle von 6 Ebenen der Art, dass 
je zwei av* i^jm ier f-iCr^^i^ Em»» «ich in einer Geraden eines einmanteligen 
Hy7^rr:»:e:i-i:? feLiei.i«*a. >> J^I'HL cie Geraden '-4ß'), {CB")^ (CA') in der- 
i^i>e?i Ej^a«* > - Siaä «. >. r <r«i Gerade der einen Schaar einer Regel- 
ii:!'* zweier «'Tiiiyia^r- T3>t sini p. q. r drei Gerade der anderen Schaar, 
>: lifi^i ?i»:i lo:? iea iirdi irjea^i zwei dieser 6 Geraden gehenden Ebenen 
«? TerscileH'fae f-iicjtfr S-*c.ea öii'ien. BÄnÜch: 

'ßF/7#f».T, flfrfGnry. arbpcq. 

finor^, mro^fcp^ aqhpcr. 
Fir ile :?r^e iioier äiL^'.;ea fiaa iaoa Ä? Ebenen Aj G, C, B\ B'\ A* be- 
rir 'ca itieaiisjch 2111 ien Ei«faea «. fi. b^. qc. er, ra, und so ähnlich bei 
«iea r'jiiC^aaea ij-tea. itfüer ier «i Kece« es^sprichl eine Ebene S; die Ebene 
< aer tfr<it*a itf*.:« :ä 5. R lüe ionA üe Piuikle yoq^^ (br)^ {cp) gehende 
tflwae. Vjii iea i ;frse«a ietiea 2a£Kf« je zwei drei nicht auf einander 
ftii^aae £jeuea i»jine!üL iie «Lsc^caeweii drei Ebenen S gehen durch 
ä:e><f»l)c Crtfniw* u v^eicüer 4er Scaxiil*^«stkt der Ebenen ap, br, cq, der 
>v::ui4ii;»aiiii- ler iUeuea ir. yi/. ^7. K&i i<r Scknilipnnkt der Ebenen aq, bp, 
o- *itf5£tfti y:)i»«t<u 'jaa«fa >f zw^t «wr 3 letzte« Kellen drei nicht auf ein- 
rta^cr uiir^-iue ^Tje-uftt i^*ni«fi!i;. are iiwi efliksprechenden Ebenen S gehen 
c.vo.tiils iUi--i tit^^»!W iJ^rwtf. in w^it^üer lüe o Schnittpunkte {ap,bq,cr)^ 

V«x^i *t^» H<o-t»i^ioiai5j^^f!5^fÄ wr:«: aM auch femer, dass die 3 Ver- 

i.iiuUi!;;>iiii:ot icc /ufti* tc»inirtf ip ttttä {C . p/> und [^cr\ (bq) und {ra) 

auix» ji.t>^w*^M 'u»»i* ^Mccti itt iifC5*KiHftt Weise ordnet sich jeder der 5 

,<itutri-it v>^it^i *uv'i c cüt ^e^xn^ ' IM. IHe l>i:ttS.te »t der drei ersteren Ketten 

u^ fit it vNiuv M\^>tavü . u ^thcüer $icii ile drei Verbindungsebenen 

^ 1 . •! N' -^ ^ «V yp ~ ^■*' schneiden. Ebenso liegen 

uio uivi < i^.. i^vit Vwsica cit»>iuxvKMiw« ?^JLffi:.e J üt einer Geraden, in welcher 

v..» .N > X,^^MuJ»i5;>^'vV*KM n/ .^f ■ -,"r. ^-^^'—SP\(ßr)-{bp)-icq) 

■<i;uv»» ^iv> iX>«vM iv v\ v^. 3f. Sf\ -4' «ae geschlossene Kette der 
Vh ,«kvv ^»v'' x< V'iöiJ'stvi-^iv« V **«{icc ^«f^«Jbhffu<{^«der Ebenen, nämlich 
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{AB')^ {CB"\ {C'Ä') in derselben Ebene iS liegen, so liegen die 6 Geraden, 
in welchen sich je zwei auf einander folgende Ebenen der Kette schneiden, 
auf derselben Regelfläche zweiter Ordnung. Aus den gegebenen 6 Ebenen 
lassen sich im Ganzen 4 Ketten der betreffenden Eigenschaft bilden, nämlich: 

I. ACC'B'B''A'\ IL ACÄ'B'B"C', III. AB"C'B'CÄ', IV. AB"Ä'B'CC\ 
Jeder dieser 4 Ketten entspricht eine Regelfläche. Irgend zwei von ihnen 
schneiden einander in zwei Geraden derselben Ebene, so z. B. haben die 
Flächen I. und II. die Geraden (AC) und {B'JS^') mit einander gemein, und 
diese Geraden liegen in einer Ebene, weil die 4 Ebenen A, C, B\ J?" sich 
in demselben Punkte von S schneiden. Ausserdem schneiden daher irgend 
zwei jener Regelflächen einander noch in einer ebenen Curve zweiter Ord- 
nung, welche immer reell ist. Diese Curve liegt für I. und IL in derselben 
Ebene Sj , in welcher auch die betreffende Curve für III. und IV. liegt. Ebenso 
liegen die ebenen Curven (I, III) und (II, IV) in derselben Ebene S3, und die 
ebenen Curven (I, IV) und (II, III) liegen in derselben Ebene S^. Dabei geht 
82 durch die Gerade {C'Ä'S) und wird von S durch C\ Ä* harmonisch ge- 
trennt; ebenso sind {SCS^B") und {SASj^B') harmonische Ebenenbüschel." 

Diese Sätze über Regelflächen sind im Obigen — abgesehen von dem 
allgemeinen Beweise in Nr. 12. — auch für sich rein synthetisch bewiesen 
durch die zugesetzten Andeutungen ; wo diese fehlen, mag der Leser sie leicht 
ergänzen. Den lelzten Satz kann man, wenn man das ganze Gebilde durch 
eine beliebige Ebene schneidet, aus dem entsprechenden in Nr. 10. für Curven 
zweiten Grades synthetisch bewiesenen Satze ableiten. 

15. Anwendung auf Flächen dritter Ordnung. „Schneiden sich zwei 
Flächen zweiter Ordnung A2 und Ä2 in zwei ebenen Curven ra und ri, und 
liegt ri sowie jede andere Schnillcurve irgend zweier auf einander folgender 
Glieder der Kette A.C^C.B.B^Ä^ in derselben Fläche F3 dritter Ordnung, so 
liegen die Curven (^2^1), (Cji^O? {(^lA'-I) und rj auf derselben Fläche zweiter 
Ordnung und umgekehrt." Hierbei schneiden C^ und jB^ einander in einer der 
27 Geraden von F, und da C2 durch die in Ci liegende ebene Curve geht, 
so schneidet es F3 noch in einer Raumcurve vierler Ordnung, durch welche 
es noch unendlich viele Flächen zweiler Ordnung giebl, die sämmtlich F3 noch 
in je einer ebenen Curve zweiler Ordnung schneiden, deren Ebene durch die 
Gerade {C[B\) geht; mithin — da A2 eine von jenen Flächen ist — geht 
auch die Ebene von r'2 durch diese Gerade. Man kann daher den obigen Salz 
auch so aussprechen: „Gehört die Gerade g der Fläche F3 an, und sind ßi. 
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C{, B[ drei Ebenen durch g, so schneidet jede von ihnen die Fläche noch in 
je einer Corvo zweiter Ordnung; legt man durch die Curve in Ri zwei be- 
liebige Flächen A2 und Ä^^ so schneiden diese einander noch in einer zweiten 
Corvo r2 zweiter Ordnung, und sie schneiden F3 noch in zwei Raumcurven r« 
und r'^. Durch r« und die ebene Curve in C[ giebt es dann eine Fläche Cj, 
durch r« und die ebene Curve in B[ giebt es eine Fläche £2, und es liegen 
r2 sowie die Curven (^2^;), {C2B2), (CMi) auf derselben Fläche Sj." Be- 
kanntlich bilden die 27 Geraden einer Fläche F3 45 Dreiecke, wobei jede 
Gerade in 5 Dreiecken vorkommt. Bezeichnet man die 27 Geraden mit den 
Ziffern von 1 bis 27, so kann man jene Dreiecke so bezeichnen: 

1.2.3, 1.4.5, 1.6.7, 1.8.9, 1.10.11, 2.12.13, 2.14.15, 2.16.17, 2.18.19, 

3.20.21, 3.22.23, 3.24.25, 3.26.27, 4.12.20, 4.14.22, 4.16.24, 4.18.26, 

5.13.21, 5.15.23, 5.17.25, 5.19.27, 6.12.23, 6.14.21, 6.17.26, 6.19.24, 

7.13.22, 7.15.20, 7.16.27, 7.18.25, 8.12.25, 8.15.26, 8.16.21, 8.19.22, 
9.13.24, 9.14.27, 9.17.20, 9.18.23, 10.12.27, 10.15.24, 10.17.22, 10.18.21, 

11.13.26, 11.14.25, 11.16.23, 11.19.20. 

Nimmt man nun 1 als die oben genannte Gerade g, und die Ebenen 1.2.3, 
1.4.5, 1.6.7 bezüglich, als die Ebenen i2|, C^, ^1, so kann man das Ebenen- 
paar 2.12.13, 3.20.21 als Fläche A2, und das Ebenenpaar 2.17.16, 3.26.27 
als Fläche Ä2 nehmen; die Cürve r2 ist dann das Geradenpaar (2.12.13, 3.26.27), 
(3.20.21,2.17.16). Die Geraden 12, 13, 20, 21 bilden die Curve r*; durch 
sie und die Geraden 4, 5 geht das Ebenenpaar 4.12.20, 5.13.21, dieses Paar 
ist demnach die Fläche C2. Die Geraden 17, 16, 26, 27 bilden die Curve 
ri; durch sie und die Geraden 6, 7 geht das Ebenenpaar 6.17.26, 7.16.27, wel- 
ches also die Fläche J?2 ist. Demnach liegen die 10 Geraden (2.12.13,3.26.27), 
(3.20.21,2.17.16), (1.6.7,2.12.13), (1.6.7,3.20.21), (4.12.20,6.17.26), 
(4.12.20,7.16.27), (5.13.21,7.16.27), (5.13.21,6.17.26), (1.4.5,2.17.16), 
(1.4.5, 3.27.26) auf derselben Begelfläche. Die erste, vierte, fünfte, siebente 
und neunte Gerade gehören der einen Geradenschaar an; die 5 andern ge- 
hören der andern Schaar an. In dieser Bemerkung liegt zugleich ein directer 
Beweis unseres Satzes. — Die oben auftretenden Dreiecke kann man auch 
so schreiben: 

jl. 2. 3 jl. 2. 3 

(cf.) 4.12.20 und (/?.) 6.17.26 
5.13.21 (7. 16. 27. 
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Dabei erhält man immer eines der auftretenden Dreiecke, wenn man in («.) 
oder (ß.) eine horizontale oder eine vertikale Reihe nimmt. Die Ebenen 1.2.3, 
4.12.20, 5.13.21 bilden ein Trieder T, die 3 Ebenen 1.4.5, 2.12.13, 3.20.21 
bilden das jenem conjugirte Trieder Tj (vgl. die Steinerschen Sätze über 
Flächen drilten Grades, sowie das Werk von Herrn Sturm und den Aufsatz 
von Herrn Cremona in diesem Journal über denselben Gegenstand). Ebenso 
bilden die Ebenen 1.2.3, 6.17.26, 7.16.27 ein Trieder T, und die Ebenen 1.6.7, 
2.17.16, 3.26.27 bilden das jenem conjugirte Trieder T/; die beiden Trieder- 
paare haben die Ebene 1.2.3 gemein. Man kann daher obigen Satz auch so 
aussprechen: ^Sind T, T| und T', Tl zwei Paare conjugirter Trieder von F3, 
und haben T und T eine Ebene gemein, so schneiden die beiden andern Ebenen 
von T die beiden andern Ebenen von T' in 4 Geraden, welche mit den 6 Ge- 
raden, in welchen die drei Ebenen von T| die 3 Ebenen von T/ ausser in den 
3 Geraden, die in der den Triedern T und T gemeinsamen Ebene liegen, 
schneiden, auf derselben Regelfläche R liegen.^ — Das Dreieck 1.2.3 kommt 
in 16 Triedern, und also auch in 16 Paaren conjugirter Trieder vor. Das 
Triederpaar (TTJ hat demnach mit 15 Triederpaaren das Dreieck 1.2.3 
gemein; unter diesen giebt es aber drei, welche auch noch das Dreieck 1.4.5, 
drei, welche noch das Dreieck 2.12.13, und drei, welche noch das Dreieck 
3.20.21 mit (TTj) gemein haben. Mithin giebt es nur 6 Triederpaare, welche 
mit (TTi) Mos das Dreieck 1.2.3 gemein haben. Folglich ordnen sich dem 

Dreiecke 1.2.3 nur — ^ = 48 Regelflächen R zu, und da sich jedem andern 

der 45 Dreiecke dieselbe Anzahl zuordnet, so ergiebt sich der Satz: „Jeder 
Fläche F3 ordnen sich 45.48 = 2160 Regelflächen R zu.« 

16. Es bleibt dem Leser äberlassen, die den vorstehenden Sätzen re- 
ciproken Sätze selbst zu formuliren. 

Ahrweiler, 9. Januar 1870. 
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Courbure en un point multiple d^une surface, 

(Par M. L. Painvin k Lyon.) 



— = -^ = — 
a b c ' 



1. üe suppose qu'une surface ait un point multiple d'ordre/?; si Ton 
prend ce point pour origine des coordonnees, Tequation de la surface aura la 
forme suivanle: 

(1.) S = (p^{x, y, Ä) + <Pp+i(a?, y, z) + (p^^2{x, y, 2) + --- + <P«(^, y, z) = 0, 

(Pi designant une fonction de degre i et homogene par rapport aux variables 
Xy y^ z; le cöne tangent a la surface au point multiple d'ordre p a pour equation 

(2.) (pj, {x, y, z) = 0. 

Considerons une generalrice quelconque de ce cöne, les equations de celte 
generatrice seront 

(3.) (G) 
les conslantes a, b, c devant satisfaire a requation de condition 

(4.) 9,,(a,6,c)=0, ou a^ + b^ + c^ = 0; 
requation du plan tangent au cöne (2.) suivant la generatrice G sera 

Je vais maintenant etudier la courbure d'une seclion de la surface 5 par un 
plan quelconque passant par le point multiple 0. 

2. L'equation d'un plan quelconque, passant par la generatrice ä> 

pourra s'ecrire 

(6.) (P) z = ax+ßy, 

OS et /? etant des constantes arbitraires liees par la seule relation 

(6 bis.) c = aa-\-ßb. 
Si nous imaginons, dans le plan (P), un cercle tangent en ä la brauche 
de la courbe de section qui touche la generatrice (6), ce cercle pourra ölre 
regarde comme situe sur une sphere qui touche en le plan tangent (T) au 
cöne (2.) suivant la generatrice (G); Tequation de celle sphere est 

l etant une conslante arbitraire. 
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Le plan (P) conpe la surface iS et la sphere C saivant deux courbes 
S' et C* ; le nombre des points colncidant avec et communs aux deux 
conrbes S' ei C est evidemment 6gal au nombre des points colncidant avec 
et communs aux projections Si et C| de ces deux courbes sur un plan 
quelconque, et inversement, pourvu que le plan de projection ait une position 
arbitraire par rapport au plan secant. 

Les projections, sur le plan des xy^ des deux courbes de section s'ob- 
tiendront en rempla9ant z par sa valeur (6.) dans les equations (1.) et (7.). 

Pour la sphere (C), on Irouve 

(8.) C, =iic{bx^ay) + x' + y' + {ax+ßyy = 
apres avoir pose 

(8 bis.) fi = X 7 ; 



pour la surface (S), on aura 

(9.) S, = {bx'-ay)tpix,y) + q>p^i(x,y,ax+ßy)+q)^^^{x,y,ax+ßy) + '" = 0, 
^pix^y) etant une fonclion homogene du degre {p—V) definie par Tidentite 

(10.) (pp{x,y,ax+ßy) = {bx-ay)yj{x,y\ 

On a le droit d'ecrire cette identite, puisque la projection de la courbe de 
section sur le plan des xy doit avoir pour tangente la projection de la 
generatrice G. 

3. Notation: Je designerai par N{{Cj C')) le nombre des points coln- 
cidant avec Torigine des coordonnees et communs aux deux courbes C et C 

Ces preliminaires poses, je forme Tequation 

:s=^uS,''C,.yj{x,y) = 0, 
c. a. d. en developpant 

.^^ . p=[.t/<iPp+i(a;,y,«a: + /iy)~v^(x,y){ajHyH(«a:+/%)^}] 

' +f^Vp+2{x,y,ccx+ßy) + ,u(pp^^{x,y,ax + ßy)'\ = 0; 

* 

et Ton a visiblement 

iV((s,,co) = iV((^,co). 

Or si l reste arbitraire, {bx—ay) n'est pas diviseur dans les termes du moindre 
degre dans Tequation de 2; les courbes C^ et 2 ont donc C/' + l) points 
seulement communs et colncidant avec Torigine 0; c'est dire que le cercle C 
a, avec la courbe S* de section, un contact effectif du 1®' ordre seulement. 
Pour que le contact effectif soit d'un ordre plus eleve, il faut et il suffit que 
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(bx—ay) soit diviseor de Tensemble des termes du moindre degre dans requation 
de JSj et pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qoe rensemble de ceg 
termes s'annule lorsqu'on y fait x = a, y = b. On trouve ainsi la condition 

(10.) i ^^ ^ ^' '%^r{a,b,aa+ßb)^xp{a,b).[a'W+{<^a+ßb)^ = 0. 

DiiFerentions TideDtite (10.) par rapport a x, par exemple; puis, dans Tidentite 
ainsi obtenue, faisons x = a, y = by et ayons egard a In relaiion (Gbis.)? 
il vient 

D'apres cette derniere egalite, la relation (l"".) donne: 

(12.) i>%^i(a, b, c) = a'+b' + c'; 

on a toujours la condition 

(12 bis.) (Pp{a,b,c) = 0. 

Remarquons que la valeur de l est independante des arbitraires a et ß; nous 
en verrons plus loin les consequences. 

4. Pour determiner les elements du cercle osculateur, je remarque 
que son centre est le pied de la perpendiculaire abaissee du centre de la 
sphere (7.) sur le plan secant (6.); le carre de son rayon sera egal au carre 
du rayon de la sphere rooins le carre de la distance du centre de cette sphere 
au plan secant. 

Or les coordonnees du centre de la sphere (7.) sont 

(lö.) Xo- 2 da ' y^^-^ 2 db ' ^"" 2 de ' 

les equations d'une droite, passant par ce point et perpendiculaire au plan (6.), 
seront 

MA^ 2 da ^+ 2 db *+ 2 de 

(14.) — 



a ß -1 ' 

en joignant a ces dernieres equations Tequation (6.) du plan secant, savoir 

(14bis.) z = ax + ßy, avec (15.) c = aa+ßb, 
on aura le centre du cercle osculateur. Le rayon R du cercle osculateur sera 

il a la valeur definie par Tegalite (12.). 
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Remarque. II est facile de constater que le cercle ainsi obtenu a, 
avec la courbe de section, un contact effecüf du second ordre, au moins. En 
effet, eu egard ä la valeur (12.), requation (11.) de la courbe 2 prend la forme: 

(1 7.) -2" = (bx-ay) x {x, y) +fi(Pj,^2 {x, y, ctx+ßy) + /x%^2 {x, y, ax+ßy) +••• = 0, 

formons maintenant la combinaison 

:S*"=^.-2"-C,.x(a?,y) = 0, 
c. ä. d. en developpant 

(18 ) j ^" " C^Vp+^(^^ y^ ^x+ßy)^xix, y)\x'+y'+ {ax+ßyf]] 

Or on a visiblement 

ms,. C,)) = iV((-S', O) = N{{2^\ CO) ; 

d'ailleurs les courbes Ci et JS" ont, en general, (jc + S) points communs et 
colncidant avec Torigine 0; il peut arriver dans certains cas qne ce nombre 
soit plus eleve; il resulte de la que le cercle precödemment obtenu a un 
contact effectif du second ordre au moins avec la courbe de section. 

5. Lorsque le plan secant, passant par la generatrice G^ est perpen- 
diculaire au plan tangent (T), c. ä. d. lorsque la section est normale , le 
rayon de courbure a pour valeur 



Le rayon de courbure est nul qnand le plan secant, passant par la generatrice 
G, touche le cöne tangent ä la surface £f en son point multiple. 

Lorsque la generatrice G est une des tangentes inflexionnelles de la 
surface Sy le rayon de courbure est constamment infini quelle que soit la po- 
sition du plan secant autour de cette generatrice. On sait en eiFet que lors- 
qu'une surface possede un point multiple d'ordre p^ il y a p{p-\-\) droites 
rencontrant la surface en (p + 2) points colncidant avec le point multiple; ces 
droites, que je nommerai tangentes inflexionnelles, sont les tangenles com- 
munes aux deux cönes 

% ixy y, a) = 0, ff^+i {x, y, z) = 0. 

6. Le cercle osculateur est situe sur la sphere (7.); comme la valeur 

(12.) de l est independante de a et ß^ il en resulte que, lorsque le plan 

secant tourne autour de la generatrice G, les cercles de courbure, tangenls 

en a la droite G, restent toujours sur une sphere fixe. Le lieu des centres 

44» 
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de ces cercles est donc Fintersection d'une sphere touchant en le plan T 
(5.), de rayon sous- double de celui de la sphere (7.), par un plan passant 
par le point et perpendiculaire a la generairice. Le Heu de ces centres 
est, parsuite, defini par les equations 

ax + by + cz = 0, 

On arriverait facilement ä ce resultat en eliminant a^ ß et X, entre les equations 
(12.), (14.), (14bis.) et (15.). 

7. De Tanalyse qui precede nous concluons ce premier theoreme: 
Theoreme I. Lorsquune surface possäde un point multiple^ 0, d' ordre 

Py et quun plan secant toume autour d'une generatrice fixe^ G, du eöne ton- 
genty le Heu des centres des cercles osculateurs en ä la branche de courbe 
qui touche cette generatrice^ est un cercle situe dans un plan perpendiculaire 
ä la droite G et touchant en le plan tangent au cöne suieant cette gene-- 
ratrice. Le theortme de Meunier est donc encore erai dans le cas ttun point 
multiple, poureu que le plan secant toume autour ä'une tangente proprement 
dite ä la surface en ce point multiple. 

Lorsque la gäneratrice G est une des Z' (/^ + 1 ) tangentes inflexionnelles 
de la surface S en son point multiple^ le rayon de courbure est inßni; le tieu 
des centres est la droite de tinfini situee dans le plan perpendiculaire ä cette 
generatrice, 

8. Si le plan secant tourne d'une maniere quelconque autour du point 
multiple , * le Heu des centres des cercles osculateurs a toutes les sections en 
ce point multiple s'obtiendra en eliminant a, b, Cy entre les trois equations 
homogenes (20.). L'equation resullante sera, par rapport a x, y, z, du degre 

(1.) p{pJ^\) + 2.pA^0A{p+\\ c. ä.d. p(p+3); 

le Heu des centres de courbure est donc une surface d'ordre p(/' + 3). 

9. Ajoutons que, pour cette surface, Torigine est un point multiple 
dWdre p{p+2), Considerons en eifet une droite arbitrairement choisie et 
passant pär Torigine: 

^^^ AB C ^' 
Q est la distance a Torigine du point {x,y,z) de cette droite; Ay B, Cy sont 
des quantites determinees. Cherchons les intersections de cette droite avec 
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la surface definie par las equations (20.); on trouve apres avoir remplace 
^9 y» ^) P^i* 1^^ valeurs qui precedent et supprime la Solution ^ = 0: 

(21.) Aa+Bb+Cc = 0, 

Si on elimine a, by c, entre les equations (21.) ? on aura une equation en ^ 

qui determinera tous les points, distincts de Torigine, oü la droite (Z>) ren- 

contre la surface lieu des centres. Or Tequation resultante sera, par rapport 

ä Qy du degre 

lA.p + 0.p{p + l) + 0.i.{p + l), c. ä. d. p. 

Ainsi une droite quelconque, passant par Torigine, ne rencontre la surface lieu 

des centres qu'en p points distincts de Torigine; il y a, par consequent, 

lp(p + ^)^p] points d'inlersection confondus avec cette origine, laquelle est, 

par suite, pour la surface en question un point multiple d'ordre p{p + 2). 

10. Remarquons encore que le cöne des directions asymptotiques de la 
surface lieu des centres se compose dep fois le cöne imaginaire (a:'+y^+j5^=0), 
et de p{p+i) plans respectivement perpendiculaires aux tangentes inflexion- 
nelles de la surface proposee S en son point multiple. 

Cherchons en eiFet la trace de la surface, lieu des centres, sur le plan 

de Tinfini ; pour cela, rempla9ons Xy y^ z^ par — , -^ , — , dans les equations 

(20.), puis faisons ^ = 0; il reste 

(22.) ^p+i (a, 6, c) = 0, 9)p(a, 6^c) = 0, aa?+% + CÄ = 0, 

apres avoir supprime la Solution x^+y^+z^ = 0. Or les deux premieres 

equations ad m ettent p (/?+!) Solutions en — , — ; ce sont n°[5.] les di- 

c c 

rections des f (p+1) tangentes inflexionnelles de la surface S; k chacune de 
ces Solutions correspond, d'apres la troisieme des equations (22.), un plan 
perpendiculaire ä la direction de la tangente inflexionnelle. Les trois equations 
(22.) determinent donc p{p+\) plans passant par Torigine et respectivement 
perpendiculaires aux tangentes inflexionnelles de la surface S. Le cöne des 
directions asymptotiques se compose donc d'abord de ces /'(/'+ 1) plans; il 
comprend, en outre, un certain nombre de fois le cöne a:^+y^+«^ = 0; et 
comme le cöne des directions asymptotiques est du degre />(/'+ 3), il devra 

donc renfermer ce dernier cöne un nombre de fois marque par Texpression 

P(P + 3)~p(p+l) 

^^^ ' — \ ^^ ou p. 
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11. Cherchons la transformee par rayons vectenrs reciproqnes de la 
surface, lieu des centres de courbure, en prenant le point pour pole de 
transforroation. 

Si Xy y, z^ sont les coordonnees d'un point quelconque m^ et si x, y, z 
sont les coordonnees du point correspondant M, les formules de la trans- 
formation sont 

X y __ * _ ^* 

X ~~ y ~" z ~~x' + y' + z' 

Si Ton substitue ces valeurs de x, y^ z, dans les equations (20.), on trouve: 

k>,^..(«,6,c)+i(«'+6'+c')(x-^+y%+z^) = o, 

^ '^ ^ ax+6y + cz = 0, 

9p(ö,6, c) = 0. 

Le resultat de Telimination de a^ 6^ c, entre les equations (23.) sera, par 
rapport a x, y, z, du degre 

l.p.l+l.p(p+l)+0.1.(p+l), ca. d. p(p+2); 

c'est Tordre de la transformee. 

En raisonnant comme au n"^ [9.] , on verrait que Torigine est, pour 
eette demiere surface, un point multiple d'ordre p{p+i). 

12. De la resulte la proposition suivante: 

Theoreme II. Lorsquune surface S possede un point Oy muUiple 
dC ordre p; si un plan toume autour du point 0, le lieu des centres des cercles 
osculateurs en aux diverses branches des sections faites par ce plan, est une 
surface (F) d^ ordre p(p+3). 

Le point est un point multiple d^ ordre /?(/?+ 2) pour la surface (JT); 
le cöne des directions asymptotiques de cette surface se compose de p fois le 
cöne imaginaire x'^+y^+z'^ =^0 et de p{p + i) plans respectieement perpen- 
diculaires aux tangentes inflexionnelles de la surface S relatives ä son point 
multiple. 

Si ton prend le point pour pole de Irans formation ^ la Irans formie 
par rayons vecteurs reciproques de la surface (F) est une surface Sordre 
p(p + 2); le point est multiple d" ordre p{p + i) pour cette demidre surface. 

13. J'enoncerai encore celte proposition: 

Theoreme III. Les plans qui^ passant par le point multiple d" ordre 
p, coupent la surface S suicant des courbes pour lesqueUes un des rayons de 
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courbure en e»t egal ä tine longtteur donnie, enveloppetU un cöne de ta 
cku$e 2p{p+2). 

En effet, R etant la longueur donnee du rayon de courbure, les equaUons 
(12.), (15.) et (16.) donnent 

/ 4ÄH«'+/?'+l)[9',+i(a,6,c)r = 

( aa+bß = c, (pp {a, b, c) = 0. 

Poar determiner la classe da cöne enveloppe par le plan mobile 

z = ax+ßy, 

je remarqnerai que a et ß peuvent ötre regardees comme les coordonnees 
tangentielles de la trace de ce plan sar le plan js = 1 ; Tenveloppe de cette 
trace s'obtiendra donc en eliminant a^ b, c, entre les trois equations (24.)- 
Or requation resnltante sera, par rapport ä a, ß, du degre 

2.{i.p) + l.{p(2p+2)) + 0A.{2p+2), c. ä. d. 2p(p+2); 

c'est la classe du cöne enveloppe par le plan mobile. 



14. Les proprietes que je viens d'lpdiquer, et je crois qu'elles n'ont 
jamais ete signalees, ont ete etablies en supposant que le point multiple con- 
sidere est le plus general de son espece. Les resultats obtenus peuvent se 
modifier lorsqu'il s'agit des Varietes du point multiple. D'ailleurs la methode 
analytique, dont je viens de poser les principes, s'applique sans difficulte au- 
cune a tous les cas, si particuliers qu'ils soient. 

Je prendrai pour exemple le point double; on sait que ce point donne 
lieu aux trois varietes suivantes: 

l"". Le cöne tangent est un cöne proprement dit: point double conique; 

2"". Le cöne tangent se reduit ä deux plans distincts: point double de 
rebroussement conique; 

3"". Le cöne tangent se reduit ä deux plans coincidents: point double 
de rebroussement plan. 

Les enonces generaux qui precedent s^appliquent au point double or- 
dinaire, et möme a un point simple, il n'est donc pas besoin de les repeter. 
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Point double de rebroussement conique, 

V. Vn plan quelconque, pcissant par taxe de rebroussement OZ (inter-- 
section des deux plans tangents) , coupe la surface S suicant une courbe ayant 
un rebroussement en 0, OZ est la tangente de rebroussement; la courbure en 
ce point de la courbe de section est infinie; il y a exception pour trois di- 
rections du plan secant; dans ces demiers cos, il y a deux cercles osculateurs, 
et ces cercles ont (wec la courbe de section un contact effectif du 3'*"' ordre. 

2^.» Lorsque le plan secant toume autour (fune droite fixe OA situee 
dans un des deux plans tangents, ZOTi par exemple, le Heu des centres des 
cercles osculateurs en et touchant la droite OA est un cercle; ce cercle 
touche le plan ZOTi et se trouee dans un plan perpendiculaire ä OA. Si la 
droite OA est une des tangentes inflexionnelles de la surface S situees dans 
le plan ZOT, le Heu du centre est la droite de tinfini situee dans le plan per- 
pendiculaire ä cette droite OA. 

3"". Le Heu des centres des cercles osculateurs en des sections planes 
de la surface S est une surface (/') du 10^""^ ordre; cette surface F se de- 
compose en deux surfaces du 5'^'^^ ordre JT' et F"; ces deux demiires sur- 
faces passent par le cercle imaginaire de tinfini y et pour chacune deües 
Torigine est un point quadruple, le cöne tangent en se reduit ä quatre 
plans distincts. 

Point double de rebroussement plan. 

Les tangentes proprement dites en sont dans un möme plan qua je 
nomme plan de rebroussement; ce plan coape la surface suivant une courbe 
ayant un point triple en 0, soient T^, Tj, T3, les tangentes en ce point triple. 

1^. Lorsquun plan passe par le point 0, le cercle osculateur en ä 
la courbe de section est un cercle de rayon nul (la courbure est infinie) j 
tant que le plan secant ne passe pas par une des tangentes Ti , T2 , T^. 

Lorsque le plan secant passe par une de ces tangentes, Ti par exemple, 
un cercle quelconque, touchant en la courbe de section, a avec cette courbe 
un contact effectif du second ordre; il y a alors deux cercles osculateurs ayant 
avec la courbe, en 0, un contact effectif du 3^'"^ ordre. 

Quand le plan secant toume autour de la tangente T^^ par exemple^ 
les centres des cercles osculateurs proprement dits decrieent une courbe situee 
dans un plan passant par et perpendiculaire ä la droite Ti. Cette courbe 
est du 4""*^ ordre; eile a un point de rebroussement en 0; les points circulaires 
ä tinfini sont des points doubles. La courbe en question se reduit ä deux 
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cercles quand la droite Ti resttUe de la superposition de deux des langenlea 
au point triple de la section de la surface par le plan de rebroussement. 

2°. Dans le cas träs-parüculier oü le plan de rebroussement coupe 
la surface snwant une courbe agant un point quadruple en 0, il y a deux 
cercles osculateurs en pour la section faite par un plan quelconque passant 
par le point 0; ces deux cercles auront avec la courbe un contact effectif 
du 3^*"* ordre au moins. 

Lorsque le plan secant tourne autour d'une droite fixe situie dans le 
plan de rebroussement ^ le Heu des centres des cercles osculateurs en se 
compose de deux cercles situes dans un plan perpendiculaire ä la droite fixe 
et touchant en le plan de rebroussement. 

Lorsque le plan secant tourne d'*une maniäre quelconque autour du 
point Oy le Heu des centres des cercles osculateurs est une surface {F) du 8^*"* 
ordre. Le point et un point sextuple tri^-planaire pour la surface T; 
le cercle imaginaire de Vinfini est une courbe double; le cöne des directions 
asymptotiques se compose de deux fois le cöne imaginaire a?^+y^+J5^ = et 
de quatre plans respectieement perpendiculaires aux tangentes du point qua-- 
druple de la section de la surface S par le plan de rebroussement. 

Lyon, 23 Fevrier 1870. 
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lieber Singularitäten der allgemeinen FIftche 

«'" Ordnung. 

( Von Herrn Rudolf Sturm in Bromberg.) 



Xn folgender Abhandlung erlaube ich mir die Resultate meiner Ver- 
suche mitztttheilen, die Probleme, welche in Salmon- Fiedlers Analytischer 
Geometrie des Raumes Bd. II, Art. 325 aufgestellt und Art. 326, 336-339 
beantwortet sind, auf eine mehr geometrische Weise zu lösen; noch nicht ge- 
lungen ist es mir, den Grad der Fläche der dreifachen Tangenten auf ebenso 
einfache Weise zu ermitteln. 

1. Suchen wir zuerst den Grad der Fläche der vierpunktig berührenden 
Geraden oder Biosculanten*) der Fläche F* zu bestimmen. Der Berührungspankt 
einer solchen Geraden muss sich auf den drei ersten Folarflächen jedes ihrer 
Punkte befinden. Die ersten Polaren der Punkte einer beliebigen Geraden L 
bilden ein Büschel B"^^ (n—l)'^'^ Ordnung; ferner durch einen beliebigen Punkt 
gehen stets so viele r^» Polaren von Punkten auf L, als diese Gerade Punkte 
mit der («— r)^«° Polare von gemein hat, also »—(«— r) = r, mithin 2 
zweite, 3 dritte Polaren. 

Durch jeden Punkt x einer Geraden G gehen also 2 zweite Polaren 
von Punkten auf L^ denen zwei erste Polaren mit 2(«— 1) Punkten x anf G 
entsprechen ; der (einzigen) ersten Polare eines Punktes von L, welche durch 
einen Punkt x auf G geht, entspricht eine zweite Polare mit »—2 Punkten x* 
auf G. Also jedem Punkt x' entsprechen 2{n—i) Punkte x und jedem Punkte 
X entsprechen w— 2 Punkte x, folglich giebt es 2(»— 1) + «— 2 = 3»— 4 Co- 
incidenzen. Die Curven, in denen sich die ersten und zweiten Polaren der 
Punkte von L begegnen, erzeugen demnach eine Fläche Fj,2 von der Ordnung 
3«— 4, auf der . ersichtlich die Grundcurve des Büschels jB*"* — von der Ord- 
nung («—1)^ — sich doppelt befindet, da durch jeden ihrer Punkte zwei zweite 
Polaren von Punkten von L gehen. Ebenso erzeugen die ersten und dritten 



*) Ich erlaube mir, diese Benennung vorzuschlagen, und in ähnlicher Weise die 
Benennungen Osculante, Triosculante für die dreipunktig, fünfpnnktig berührenden 
Geraden. Doppelte Inflexionstangente (Wendetangente oder Osculante) möchte ich 
eher eine an zwei getrennten Stellen osculirende Gerade nennen. 
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Polaren der Punkte von L eine Fläche P^^^ von der Ordnung^ 3(n— 1)+«— 3 
=J2(2ii— 3), welche die Grundcurve von 5*""* dreifach enthält. Beide 
Flachen haben mithin ausser dieser Grundcurve noch eine Curve von der Ord- 
nung 2(3ii-4)(2ii-3)~2.3(ii^lf = 6w'-22«+18 gemein. Diese begegnet 
F* in ii(6«'-22ii+18) Punkten. An den n Stellen aber, wo L die Fläche 
F* trifft, haben die drei Polaren je 6 Punkte gemein, weil sie sich dort be- 
rühren und dieselben Inflexionstangenten haben *) ; ziehen * wir also diese &n 
Punkte von den obigen ab, so bleiben »(6w'-22w + 12) = 2»(«-3)(3w-2) 
Punkte auf F% durch welche die drei ersten Polaren eines Punktes auf L 
gehen, in denen also Biosculanten von F" berühren, welche der Geraden L 
begegnen; demnach ist die Fläche V der eierpunktig berührenden Geraden 
(Biosculanten) T^ eon F* von dem Grade 2ii(ii— 3)(3w — 2). 

2. Die Fläche F|^2 von der Ordnung 3iä— 4 (die Wendepolarfläche 
der Geraden L in Bezug auf F") durchschneidet F* in einer Curve W von 
der Ordnung w(3ii— 4), der Curve derjenigen Punkte auf F% deren eine In-- 
flexionstangente die Gerade L trifft; dieselbe hat n{n—iy Doppelpunkte r, 
die Schnittpunkte von F" mit der Grundcurve von jB""\ welche auf Fj^a 
doppelt liegt, also Punkte, deren beide Wendetangenten die Gerade L treffen; 
es sind dies die Berührungspunkte der n{n—iy Tangentenebenen von L an F\ 

3. Durch jeden Punkt der Geraden L gehen ^»(n— 1)(»— 2)(n— 3) 
Doppeltangenten von F'**), und in jeder Ebene durch L liegen i«(w— 2}(w'— 9) 
solche Doppeltangenten, folglich ist die Fläche D der sich auf L stützenden 
Doppeltangenten vom Grade 

Jii(»~l)(«-2)(ii-3) + i«(ii-2)(ii'-9) = (»+l)«(«-2)(i»-3) 

und hat die Gerade L zur i«(«— l)(it— 2)(ii— 3)-fachen Linie. Die Be- 
rUhrungscurve T dieser Doppellangenten ist von der Ordnung »(«— 3)(n'+2»— 4), 
nämlich 2.4«(w-2)(ii'^9) + ii(«-3)(«+2), denn («-3) («+2) Doppeltan- 
genten haben in jedem der n Punkte (F% L) ihren einen Berührungspunkt ***). 
Auf der Curve T sind ferner die n{n—iy Punkte r ebenfalls («— 3)(ii+2)-fache 
Punkte, weil die (« — 3)(w+2) Tangenten, welche in jedem derselben und 
noch in einem andern Punkte die Fläche F" berühren, in der Tangentenebene 
von T liegen, also L treffen. 



*) Cremona, Teoria delle superfieie Nr. 70, 
**) Ebenda Nr. 67. 
**♦) Ebenda Nr. 70. 
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4- Di«e Cirre T begegnet nan der Fliehe P,^^ in (3«-4)»(ii-3)(iiV2»-4) 
Pttnk>«L Z^e&M wir davon ab erstens die n Pnnkte 8 = {F%L)^ welche auf 
7 A— 3 ' Ä— 2 -&cb sind, anf P,^ xwar nnr einfach, aber doch doppelt rechnen, 
weil F* lad f;^ sieb in ihnen tangiren (denn die erste und zweite Polare 
▼oa * berur» sieh in t, darcbschneiden sich demnach in einer zweimal durch 
$ gebefide« ud F^^ angeborigen Cnrre, deren beide Aeste von der gemein- 
samen Taage&tecebene d. i. »gleich von der von F" berührt werden, so dass 
diese zwei in $ bernbrende Tangenten von P, , enthält, also P, ^ in s tangirt), 
zweitens die » »-1 ' Pnnkte t, welche auf Pj^ doppell, auf T («-3)(ii+2)-fach 
liegen, so bleiben 

3«-4 nn-a •--2n -i.«2n^n-3M>+2)-2li(ll-l)^(ll-3)(ll + 2) 

= • n-3Mjir*-f-2ji^-16n + 8) 
Pakte ibrig. 

Kes sind Pnnkte. deren eine Inflexionstangente der Geraden L he- 
gegneC weil äe sici anf der Cnrve ir= ^^P,^, , F") befinden; da sie aber auch 
anf 7 Eegea. so bbss in jedem eine Gerade die Fläche berfihren, welche 
nocbaak Uogirt nnd ancb die Gerade L triffi; verschieden können aber diese 
h^fM Tang^aSem nkbt sein, weil sonst ihre Ebene, die Tangenten ebene des 
Pinktes. dn;v-b L ginge, was doch nnr bei den schon abgezogenen Punkten 
r fescäieüL Also habe« wir es entweder mit Biosculanten oder mit Inflexions- 
uflEg^ftCeii n &«L & nocb in einem andern Punkte einfach berühren. Nach 
». t ^ iciif Zaol ^iKc äi »—3 3tt--2> nnd ist doppelt zu rechnen, da der 
B^rläunutfspaii^t «taer B»^csUate xwei benachbarte Punkte von T, wie auch 
xvMK W rvfcfcMttirt. dmut «ite Biv^iscnlattte ist erstens eine Doppeltangente und 
iw^äMss ta twifi an( ifüt^nder folgenden Punkten Inflexionstangente. Also 
^mK $c\^ liiif AamAi der die Gerade L treffenden Wendetangenten, welche 
»v<& w euKOft «ttii^ni Pnaite ein^K^i berfibren, 

^ ^ ^ »^•^ ;?»«• - l«n^^ - 4n ..»-3\,3»-2^ = m («-3)(ii-4)(ii'+6ii-4)- 

r^t^^k «rf ikr fTo^-sk Z J<r WrmJetamgemtem T^^, welche ausser ihrer 
lV«.*«(li^N/M w«t ^"* «v^-it Wm^ eimfmeke Benlknnig eingehen, vom Grade 

^^ :^\% 4 •*.'Äi' 4\ 

s"^ 1>;ä h:^ Citr\if »r \^v 3 ^Ai« ebofen Scknitt C* von P* in «(3ii-4) 
|Nt9X:v<t ;ri*^x ^>^ ^f^^^tt« « Ä»— 4 Wendetangenten, deren Osculalionspunkle 
M(^ i^* ii^<v«N »i^c ii#r*i<« t^ iK^^kk rrzrwgfm die Wendetangenten der Punkte 
fVM i"^ *>*v f'TiK'^^' Ä rv«» tinw «v^^-^V Da in jedem Punkte von C" 
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zwei Inflexionstangenten berühren, so ist C" ersichtlich doppelt auf K gelegen 
und repräsentirt , weil beide Mäntel von Ky die sich in C* durchschneiden, 
die Fläche F* längs C* osculiren, einen Schnitt von der Ordnung 2.3«; der 
äbrige Schnitt M der beiden Flächen K und F" ist demnach von der Ordnung 
«^(3« — 4) — 6«. In so vielen Punkten Iriffl derselbe also auch die Curve C". 
Ziehen wir von denselben die 3fz(i2— 2)(n— 3) Punkte ab, in denen die Zn{n—2) 
Inflexionstangenten von C* dieser Curve ausser in den Punkten der Osculation 
begegnen, so bleiben uns diejenigen Punkte von C% auf deren einer Inflexions- 
tangente ein vierler Punkt (von den «—3 auf der Curve M gelegenen) sich 
noch mit dem Osculationspunkte vereinigt hat, mithin die auf C" befindlichen 
Berührungspunkte r« von Biosculanten T«. Nun ist 

«'(3«-4)-6»-3»(ii~2)(«-3) = »(ll«-24). 

Folglich ist die Curee {r^) der Berührungspunkte der eierpunktig beruh- 
renden Geraden 7« von der Ordnung ii(llii— 24), weil sie in so vielen Punkten 
der Ebene von C" begegnet. 

6. Die Wendelangenten von F% welche einer Geraden L begegnen, 
erzeugen eine Fläche J von dem Grade i»(ii^— 4), denn von jedem Punkte auf 
L gehen «(«— 1)(«— 2) Wendetangenten aus*) und in jeder Ebene durch L 
liegen 3« («—2). Die Summe dieser beiden Zahlen ist aber »(«^—4); auf 
Jist die Gerade L «(«— 1)(«— 2)-fach. — Die Osculationscurve dieser Wende- 
tangenten ist, weil in jedem der n Punkte s zwei osculiren, die im Allge- 
meinen nicht in eine beliebig durch L gelegte Ebene fallen, von der Ordnung 
3fi(ii— 2)+2» = «(3ii— 4), worin wir das schon in Nr. 2 erhaltene Resultat 
wiederfinden, mit dem Unterschiede freilich, dass dort diese Curve als Schnitt 
von F* mit einer Fläche von der Ordnung 3«— 4 erkannt wurde, was sehr 
wesentlich ist. 

7. In No. 3 fanden wir, dass die Curve der Berührungspunkte der 
die Gerade L treffenden Doppellangenten der Fläche F* von der Ordnung 
«(«—3) («^+2»— 4) ist und also in so vielen Punkten der Schnittcurve C* 
begegnet; daraus ergiebt sich, dass die Doppeltangenten, deren einer Berüh- 
rungspunkt auf C* liegt, eine Fläche -^ vom Grade «(« — 3)(ii^+2«— 4) er- 
zeugen, welche die Curve C* zur (« — 3)(«+2)-fachen Curve besitzt, da, 
wie schon mehrmals erwähnt, in jedem Punkte von F" («— 3)(«+2) noch an 
einer andern Stelle berührende Geraden tangiren. Alle («— 3)(«+2) Mäntel 



*) Teoria delle superficie, Nr. 67. 
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der Fläche J ^ welche sich in dieser vielfachen Curve C" darchschneiden, 
tangiren F" längs derselben; J hat also mit F" ausser C" noch einen Schnitt 
von der Ordnung 

gemein, welcher ersichtlich in zwei Theile zerfällt, die Curve B der zweiten 
Berährungspunkte der einmal auf C berOhrenden Doppeltangenten und die der 
ferneren einfachen Schnittpunkte S. B ist oflTenbar doppelt zu rechnen. Die 
Schnittpunkte derselben mit C* sind erstens die «(»—2) («' — 9) Berfihrungs- 
punkte der Doppeltangenten von C% von denen jeder bei seinem Genossen 
auftritt, und zweitens die n{\\n—2A) Berührungspunkte von Biosculanten, 
die nach Nr. 5 auf C" liegen; folglich hat die Berfihrungscurve B die Ord- 
nung n(«-2)(«'^9) + «(ll«-24) = »(w^-2»'+2w-6). Die sweiten Be- 
rührungspunkte aller Doppeltangenten eon F% deren einer Berührungspunkt 
auf einer ebenen Schniltcurve liegt^ bilden eine Curf>e eon der Ordnung 
«(w^— 2w' + 2l^— 6). Folglich ist die Ordnung der Curve S der einfachen 
Schnittpunkte 

n (« ~ 3)(w - 2) («'+ 4« +2) - 2« («'- 2n''+ 2« - 6) = n {n - 4)(»^+ «'- 4« - 6). 

Die einfachen Schnittpunkte aller einmal auf C" berührenden Doppeltangenten 
von F" erzeugen also eine Curve von der Ordnung iä(w— 4)(»' + »^— -4» — 6). 
Unter deren Begegnungspunkten mit C" befinden sich auch die 
^n{n—2){n^ — 9){n — ^) einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten von C 
und zwar jeder doppelt, da er bei beiden Berührungspunkten auftritt; ziehen 
wir diese ab, so bleiben 

w(ij-4)(f*^+w'-4»-6)-«(w-2)(f*'-9)(«~4) = « (w -- 4) (3«^ 5w - 24) 

Punkte. Das sind Punkte von C% in denen eine Doppeltangente berührt, von 
deren einfachen Schnittpunkten mit F" sich noch einer mit dem Berührungs- 
punkte auf C** vereinigt hat, so dass die Doppeltangente eine Tangente T12 
ist, deren Osculationspunkt T3 auf C" liegt. Demnach bilden die Osculations- 
punkte T3 derjenigen Geraden Ta^j, welche F" an einer Stelle osculiren, an einer 
andern einfach tangiren^ eine Curve (r^) von der Ordnung «(«— 4)(3ii'+5«--24). 
8. Die in Nr. 6 betrachtete Fläche J vom Grade «(«'—4), gebildet 
durch die Wendetangenten der Fläche F% welche sich auf L stützen, hat mit 
F" ausser der Curve, längs deren sie osculirt, und welche von der Ordnung 
n(ßn — 4) ist, noch eine Curve von der Ordnung «X«' — 4) — 3» (3« — 4) 
= w(n^— 13w + 12) = ii(w— 3)(«'+3» — 4) gemein, welche auch in so vielen 
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Ponklen der Curve C" begegnet. Folglich ist die Fläche Si der eon den 
Punkten auf C* gelegten und anderwärts osculirenden Inflexionstangenten eom 
Grade ii(ii-3)(nH3ii-4). Da von jedem Punkte auf F» {n-3){n'+2) 
anderwärts osculirende Wendetangenten ausgehen *), so ist C* auf £2 eine 
(«—3) («^ + 2) -fache Curve; demnach haben F" und S2 noch einen Schnitt 
gemein von der Ordnung 

ii'(ii-3)(wH3»-4)-«(ii-3)(«^+2) = ii(«-3)(ii'+2«^-4«-2). 

Diese Curve zerfallt auch in zwei Theile, nämlich den Ort der Osculations- 
punkte der von den Punkten auf C* ausgebenden Wendelangenten, welcher drei- 
fach zu rechnen ist, und den Ort JS der im Allgemeinen nicht auf C" gelegenen 
einfachen Schnittpunkte dieser Tangenten. Die Begegnungspunkte der Curve 
mit C" sind erstens die n{iin—24) Berührungspunkte von Biosculanten, die 
sich auf C* befinden, und zweitens die 3w(«— 2) Wendepunkte von C% deren 
jeder bei den ii — 3 weiteren Schnittpunkten seiner Wendetangente auftritt; 
folglich ist von der Ordnung n(ll«-24) + (ii-3)3«(w-2) = «(3«'-4«-6). 
Die Osculationspunkte der von den Punkten der Curee C" an F'' gelegten 
Inflexionstangenten erzeugen eine Curee eon der Ordnung i*(3iä'~4»— 6). Mit- 
hin ist die Ordnung der Curve -2" fi(«-3)(ii'+2«'-4«-2)-3»(3n'-4w-6) 
= «(«— 2)(ii— 4)(«^+5;^ + 3). Die übrigen im Allgemeinen nicht auf C* ge- 
legenen einfachen Schnittpunkte der sich auf C" stützenden Wendetangenten 
der Fläche F* bilden eine Curee eon der Ordnung «(«— 2)(»— 4)(«'+5iä4-3). 
Unter den Begegnungspunkten dieser Curve mit C" befinden sich offenbar die 
(ii— 3)3iä(ii— 2) einfachen Schnittpunkte der Wendetangenten von C und 
zwar jeder («—4) mal, da er bei seinen w— 4 Genossen auftritt; es bleiben 
folglich 

lf(ll-2)(ll-4)(w'+5l^^-3)-3«(w~2)(l^-3)■(«-4) = nin-2){n-4)(n'+2n+i2). 

Das sind Punkte auf C% von denen solche anderwärts osculirende Inflexions- 
tangenten ausgehen, von deren n— 4 übrigen einfachen Schnittpunkten sich 
noch einer mit dem Punkte auf C* vereinigt hat, also welche auf C" tangiren, 
mithin Gerade Ta^j* 

Demnach bilden die Punkte t^ der einfachen Berührung derjenigen Ge- 
raden T3^2 9 welche F* an einer Stelle osculiren, an einer andern einfach tan-- 
gireny eine Curee (tj) eon der Ordnung »(«--2)(«— 4)(»'+2«+12). 



*) Teoria delle superficie No. 70. 
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9. Auf ähnliche Weise können wir die Ordnung der Curve der Be- 
rührungspunkte der dreifachen Tangenten von F" ermitteln. In No. 3 ergab 
sich die Fläche D der die Gerade L treffenden Doppeltangenten von F* von 
der Ordnung {n+1) n {9^—2) (n—S) und die Curve T ihrer Berührungspunkte 
von der Ordnung «(n— 3)(ii'+2n— 4) ; mithin durchschneidet D die Fläche F' 
noch in einer Curve von der Ordnung 

n\n+ 1 ) («-2) (i»~3) -2n {n-3) (ii^+2«-4) = nin-3) (n-4) («'+»-2), 
welche der Curve C" demnach in so vielen Punkten begegnet. Folglich er- 
zeugen die eon den Punkten von C" ausgehenden und anderwärts doppelt be- 
rührenden Geraden eine Fläche * vom Grade «(«— 3)(»— 4)(«^+ii— 2); da 
jeder Punkt von F- ^(«— 3)(w— 4)(«'+«+2) an andern Stellen berührende 
Doppeltangenten aussendet*), so liegt C* auf * i(«— 3)(ii— 4)(»^+«+2)-fach, 
und * hat mit F" ausser C" noch eine Curve gemein von der Ordnung 
ij\»-3)(w-4)(;^'+«-2)~4«(«-3)(w-4)(i»^+w+2) = i«(«~3)(i*-4)(2n'+ ii'-5i*-2), 
welche wiederum in zwei Theile zerfällt, die Curve H der Berührungspunkte 
der aus den Punkten von C" gesandten Doppeltangenten und die der übrigen 
im Allgemeinen ausserhalb C" befindlichen Schnittpunkte derselben, L. Die 
Begegnungspunkte der Curve H mit C" sind erstens die «(w— 2)(i»^— 9) Be- 
rührungspunkte der Doppeltangenten von C% jeder (ij— 4)-fach gerechnet, weil 
er bei den ;^— 4 einfachen Schnittpunkten seiner Doppeltangente auftritt, und 
zweitens die « (iä — 4) (3;i^+ 5« — 24) Punkte von C% in denen eine Gerade 
die Fläche F* osculirt, welche noch anderwärts tangirt, folglich (Nr. 7) hat 
die Curve H die Ordnung 

n(n-2)(n''-9){n-4)+n{n-4:){Sn'+bn-24) = «(w-4)(ii^+«'-4w-6). 
Legt man also von allen Punkten der Curve C" an F" die Doppeltangenten^ so 
erzeugen deren Berührungspunkte eine Curve von der Ordnung ii(»-4)(»^+ii^-4ii-6). 

Für die Curve L bleibt deshalb die Ordnung 

ln(n-S){n-4)(2n'+n'-bn-2)^2n{n-4:){n'+n'-An-ß) 

= 4«(«-2)(ii-4)(«-5)(2iä'+5»+3). 

Die einfachen Schnittpunkte der obigen Tangenten mit F* (ausser dem cmf 

Cy von welchem die Tangente ausgeht) bilden eine Curve von der Ordnung 

in{n-2){n-4){n-5){2n'+bn+S). 

Ziehen wir von den Begegnungspunkten dieser Curve mit C* die 
ln(n—2)(n'^'-9)(n—4) einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten von C% 



*) Teoria delle superficie No. 70. 
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jede ubei seinen n — 5 Genossen gerechnet, ab, so bleiben 

\n («-2) («-4) (ii~5) (2ii'+5«+3)- \n («-2) (ii'-9) (»-4) (w-5) 

= i» (w~2) («-4) («-5) («H 5fi+12) 

Punkte übrig. Von diesen Punkten auf C* gehen Doppeltangenten aus, von 
deren n—b übrigen einfachen Schnittpunkten sich noch einer mit dem auf C" 
liegenden vereinigt, so dass die Gerade dort eine dritte Berührung eingeht. 
Also ist die Curve der Berührungspunkte der dreifachen Tangenten der Fläche 
F* f)on der Ordnung 4«(»— 2)(«~4)(«— 5)(wV5ii+12). 

10. Die Fläche V der Biosculanten T^ ist vom Grade 2fi(»-3)(3ii-2) 
nnd hat mit der Fläche F* ^ausser der Biosculationscurve (T4), welche die 
Ordnung «(lln— 24) hat, noch eine Curve von der Ordnung 2iiXii—3)(3w— 2)— 
4ii(ll;^~24) = 2w(«— 4)(3iÄ^+w— 12) gemein. Demnach giebt es auf F" stets 
eine Curve von der Ordnung 2ii(w — 4)(3«^+»~12), deren Punkte je eine 
anderwärts vierpunktig berührende Gerade aussenden. — . Ebenso hat die 
Fläche Z der Geraden Ta^j^ welche F* an einer Stelle osculiren, an einer 
andern tangiren, da sie vom Grade «(«— 3)(«— 4)(«^+6w — 4) ist, mit F" 
ausser der Osculations- und der Berührungscurve , deren Ordnungen resp. 
ii(fi— 4)(3«^+5ii--24) und n{n—2){n-'4){n^+2n+12) sind, noch eine Curve von 
der Ordnung 

n\n--3){n-4)in'+6n-4)-Sn{n-4){3n''+5n-24)-2n{n-2^ ' 

= n(n-i)(n-5)(n'+6n'-n''24) 

gemein; also bilden die Punkte auf F% von denen Gerade ausgehen, die diese 
Fläche an einer Stelle osculiren, an einer andern tangiren, eine Curve von 
der Ordnung »(n— 4)(iät— 5)(«^+6»^— «— 24). 

11. Die ersten Polaren einer Geraden G in Bezug auf F" bilden ein 
Büschel JB""* (»— 1)*®' Ordnung, welches durch die Ebene von C* in einem 
Curvenbüschel dieser Ordnung geschnitten wird; n(3n—b) Curven desselben 
berühren die Curve C"*), mithin treffen w(3w— 5) Schnittgeraden von Tangenten- 
ebenen der Fläche F" in Nachbarpunkten von C die Gerade G; dies sind 
Generatricen der deeeloppablen Fläche A^ welche F* längs C* umschrieben 
ist; also ist diese Fläche eon der Ordnung n{^n—^). 

Dass sie von der Klasse nin"-!) ist, ist leicht einzusehen. Die 
Fläche A schneidet F" ausser in der Curve C% längs deren sie sich berühren, 
in einer Curve V von der Ordnung «X^»— 5)— 2ii = n(»— 2)(3w+l), welche 

*) Cremona, Teoria delle curve piane Nr. 87. 
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C* ebenso oft trifft. Die Erzeugende der Fläche A, welche F" im Punkte j9 von C* 
berührt , ist ersichtlich die conjugirte Tangente zu der Tangente der Curve 
C im Punkte p^ folglich den beiden Infiexionstangenten des Punktes p har- 
monisch zugeordnet*); daraus geht hervor, dass, wenn die Tangente von C* 
selbst eine Inflexionstangente ist, ihre conjugirte, also die Generatrix von A 
mit ihr zusammenfällt; die 3n(n^2) Wendetangenten w der Curee C" sind 
demnach Erzeugende der Fläche A und bilden mit C" einen vollen ebenen 
Schnitt. Die 3«(/i— 2)(w— 3) einfachen Schnittpunkte dieser Wendetangenten 
gehören zu den n(n'-2){3n+l) Begegnungspunkten (C% U). Die weitern Be- 
gegnungspunkte weisen auf Generatricen hin, aKif welchen sich mit dem auf 
C" gelegenen Berührungspunkte p noch einer von den n — 2 übrigen, auf U 
liegenden Schnittpunkten vereinigt hat, welche mithin in p osculiren, also selber 
Infiexionstangenten sein müssen. Da aber die Generatrix g von A stets der 
Tangente / von p" in p in Bezug auf die beiden Infiexionstangenten von p 
harmonisch zugeordnet ist, so können hier, wo g selbst osculirt, nur zwei 
Fälle eintreten: entweder, wenn p zwei verschiedene Infiexionstangenten hat, 
muss g mit t identisch, also t eine Wendetangente tc von C" und p deren Wende- 
punkt (o sein; oder p hat nicht zwei verschiedene Wendetangenten, ist also 
ein parabolischer Punkt, und g muss sich mit der einzigen Wendetangente 
vereinigen. Die nach Abzug der oben erwähnten Punkte übrig bleibenden 
if(«— 2)(3fi+l)— 3w(«— 2)(«— 3) = 10«(w-~2) müssen sich also zusammensetzen 
aus den 3w(w— 2) Wendepunkten der Curve C" und aus den 4«(«— 2) Punkten 
der parabolischen Curve, die auf C" liegen**); woraus hervorgeht, dass die 

erstem doppelt zu rechnen sind. Die Curve U berührt also in den Wende- 

* 

punkten von C* diese Curve C"^ was damit zusammenhängt, dass die Cuspidal- 
curve von A (welche von der Ordnung 6n{n—2) ist, weil die ersten Polaren 
so vieler Punkte einer beliebigen Ebene — oder ihre Durchschnittscurven 
mit der Ebene von C" — diese Curve dreipunktig berühren***)) die Curve 
C" in deren 3w(»~2) Wendepunkten tangirt (mithin die Ebene von C" sonst 
nicht mehr schneidet) und also auch die Fläche F". 

12. Der Berührungskegel Ä von einem Funkte ^ an die Fläche F", wel- 
cher von der nin—iy^^ Ordnung und der n(n—iy^^^ Klasse ist, durchschneidet 
die Fläche F"" ausser in der Berührungscuree 33 n{n'—\y^^ Ordnung noch in einer 

*) Teoria delle superficie No. 31. 
**) Ebenda No. 67. 
***) Teoria delle curve piane No. 103. 



R. Sturm, Singularitäten der Fläche w'*''* Ordnung. 359 

zweiten Curee ®, deren Ordnung n^(n'-'i) — 2n{n^l)=n(n — l)(n^2) ist. 
Dieselbe begegnet der Berührungscurve SO so oft, als sie die erste Polarfläche 
?ß""* von ^ triflflvalso «(«— l)^(«--2)-mal. Diese Begegnungspunkle müssen 
sich nothwendig auf die Oscnlationspunkte der von $ ausgehenden Wende- 
tangenten und die BerOhrungspunkte der durch ^ gelegten Doppeltangenten 
vertheilen. Jener sind n(n—i){n—2\ die Zahl dieser ist 2.4«(w— l)(w— 2)(w— 3); 
damit sie zusammen n(n — iy(n'-2) geben, muss die erstere Zahl verdoppelt 
werden. 

Im Allgemeinen trifft eine Kante des Kegels & die Berährungscurve 
id in einem Punkte und damit F" in zwei Punkten, also ausserdem noch in 
n — 2 der Curve @ angehörigen Punkten. Jede der w(w— 1)(« — 2) von ^ 
ausgehenden Inflexionstangenten w berührt im Oscnlationspunkte (o^ der ja auf 
der zweiten Polarfläche von ^ liegt, welche die erste von ^ in Bezug auf ^•"'* 
ist, diese letztere Fläche ^"~\ also auch die Berührungscurve, trifft dort die 
Fläche F" in 3 benachbarten Punkten und ausserdem dieselbe noch in n— 3 
der Curve @ angehörigen Punkten w', welche Rückkehrpunkte von ® sind, 
da w eine Rückkehrkante von S ist. Eine beliebige durch tr gelegte Ebene 
schneidet fi noch in n(n—i)'-2 Kanten; auf tr und auf diesen müssen sich 
die n(n—l)(n—2) Spuren der Curve @ befinden. Auf tr liegen die » — 3 
Spitzen (o' und der Punkt (o^ auf den »(»— 1) — 2 Kanten [«(n— 1)— 2](n— 2) 
gewöhnliche Punkte, also haben wir in lo 

n{n-i){n-2)-{n-3)2-ln(n-i)-2]{n-2) =2 
Punkte von @ zu suchen. Jede der ^ndi— l)(ii— 2)(«~3) von ^ ausgehen- 
den Doppeltangenten trifft ^ in zwei Punkten d und in denselben F" viermal, 
also ausserdem noch in n — 4 Punkten d'^ durch welche @ zweimal geht; man 
findet wieder leicht, dass wir in den beiden J 

w(ij~l)(ii-2)-(«^4)2-[«(n-l)-2](i»-2) = 4, 
in jedem also zwei Punkte von @ zu suchen haben. Es berührt in jedem 
der Punkte d und (o die con ^ ausgehende Gerade (Doppeltangente oder Wende- 
tangenle) die Curve @. Da aber die Doppeltangenten die erste Polarfläche 
nicht tangiren, so schneidet ® dieselbe blos in den Punkten d, hingegen in 
den Punkten w, in denen ja die Wendetangenten ^"""^ tangiren, wird diese 
Fläche von ® berührt; daher war bei der obigen Betrachtung die Zahl der 
Oscnlationspunkte zu verdoppeln. 

Broraberg, März 1870. 
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Beweis der Hermiteschen Verwandlungstafeln für 

die elliptischen Modularfunctionen. 

(Von Herro L. Schlaf li in Bern.) 



Xn seiner Schrift ^sur la theorie des equations modulaires et la re- 
solution de requation da cinquieme degre^ (1859) hat Herr Hermite zwei Tafeln 
fflr die Verwandlung der zwei Modularfunctionen Ari, (M')t7 gegeben, ohne, 
wie es scheint, deren Beweis irgendwo mitgelheilt zu haben. Ich hatte diese 
Schrift vor längerer Zeit mit grossem Interesse gelesen und mir namentlich 
auch über die genannten zwei Tafeln Rechenschaft gegeben. Ich kam in dieser 
Beziehung zur Erkenntniss, dass man, um die Hauptgattung der Substitutionen, 
wo das Modulquadrat in sich selbst verwandelt wird, von den fflnf übrigen 
Gattungen zu trennen, mit Vortheil eine Kettenbruchsentwicklung gebraucht, 
wo alle Theilnenner gerade sind, aber sowohl positiv als negativ sein dürfen, 
und dass eine solche immer möglich ist, wenn Zähler und Nenner der zu 
entwickelnden Rationalzahl modulo 2 incongruent sind. Mein hochgeschätzter 
Freund, Herr Königsberger in Heidelberg, hatte unlängst die Güte, mir uner- 
warteter Weise einen Beweis der ersten Hermiteschen Tafel, der in den mathe- 
matischen Annalen von Clebsch und Neumann erschienen ist, zuzusenden. 
Da seine Behandlung der Sache von der Art, wie ich mir dieselbe zurecht 
gelegt habe, verschieden ist, so ergreife ich den Anlass und nehme mir die 
Freiheit, hier meine Ansicht des Gegenstandes auszusprechen. 

1. Denkt man sich die zwei Periodicitätsmaasse elliptischer Functionen, 
die Jctcobi mit 2Ky 2iK' bezeichnet, als Functionen des Modulquadrats x = k\ 

16 

die zunächst für den Fall, wo x zwischen und 1 liegt, und log reell 

verstanden wird, durch 

^ ^ »=0^ n y ' 

iw = ••.■|0'--K^-<irTT+in3+-+i)) 

bezeichnet und definirt werden mögen, so l)ekommt dieses Functionenpaar 0, 
1, oc zu logarithmischen Polen, und man hat in Bezug auf den Pol 1 die 
Transformation Ä(l — a:) = — fZ(ir), L{i—x) = iK{x). Macht x etwa von 
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einem ursprflnglichen Stande M zwischen und 1, wo die Summenreihen als 
Werthe der zwei Functionsstämme gelten, l Umläufe um und kehrt nach M 
zurück, so ist ein Zweigpaar K{x\ 2l,K{x)+L{x) entstanden, das also durch 
die Substitution 

/l .0\ _ /O. l\/t).l\ 

in das Stammpaar verwandelt wird. In derselben Weise entspricht fi Um- 
läufen um 1 die Substitution 

/l . — 2^\ _ /0 . 1\ /0 . 1 \ 

vo. 1 ; "" u .oAi .-2^y- 

Gebraucht man die nöthige Vorsicht in der Auffassung des Weges der unab- 
hängigen Variabein x, so haben diese Substitutionen unbeschränkte Geltung, 
und man kann sie zusammensetzen. Läuft z. B. das Modulquadrat x von M 
aus, wo das Stammpaar gilt *), k Male um 0, dann fi Male um 1 und kehrt 
nach M zurück, so entsteht ein Zweigpaar, das durch die Substitution 

/0.1\/0.1\ /0.1\/0. 1 N^/O.lN/O. 1 \ 
Kl . 2äA1 . O; ^ U . oAl . -2fiJ - U . 2äAi . -2fAj 

im Stammpaar ausgedrückt wird**). Bedeuten nun öi, 6i, 02, 629 ... 0«, K 
gerade Zahlen, die positiv oder negativ sein können, und von denen entweder 
öl oder b^ oder beide zugleich Null sein dürfen ***), und läuft die Variable 
X von M aus ^ai Male um 0, dann —^bi Male um 1, dann ^02 Male um 0, 
dann —162 Male um 1, und so fort, endlich -~^6» Male um 1 und kehrt 
nach M zurück, so möge das so entstandene Zweigpaar durch die Substitution 

(^ ' ^^ im Stammpaare ausgedrückt werden. Dann ist 

/a . /9\ = /0 . 1 yO . 1 yO . 1 VO . 1 \ /O . 1 yO . 1 \ 
Kr '3) U . a, AI . 6, AI . ö,Al .bJ'"Kl. ünM . bnP 

und wenn man gewisse ganze Functionen der Elemente ai, 61, ... 6»^ die 



*) Der Weg der Variabein x besteht eigentlich aus f* Umläufen um 1 (am 
Ende dieser Umwicklung liegt das Argument des Zweigpaares^ in welches die voran- 
gehende Substitution transformirt; und welches durch die nachfolgende Substitution in 
das Stammpaar transformirt wird), aus — fi Umläufen um 1, aus X Umläufen um 
und endlich aus ft Umläufen um 1. 

^^) Damit in der Zusammensetzung alle elementaren Substitutionen gleichartig 
werden, gebrauche ich solche, deren Maass — 1 ist; die Auflösung der zusammenge- 
setzten Sabstitution entspricht dann genau dem Process der Kettenbruchsentwicklung. 

***) Ein inneres Element dieser Zahlenreibe Null anzunehmen, liegt keine 
Veranlasaung vor, da (^,\'Xi''Xi''^-Q:aXh) "*' * 
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ich mir Kettenausdrücke zu nennen erlaube, auf dieselbe Weise bezeichnet, 
wie Gauss in den disq. arithm. §. 27, so hat man 

y = [ai , 61, 02, . . . a,] , J = [ai, 6|, 02, . . . a«, 6J , 

ferner aj— /3y = l; /3, 7 sind gerade, und a^d^X (mod. 4). Umgekehrt 

hann jede Substitution C^s^ deren Maass 1 ist, und wo a^l (mod. 4), 

ß^Y^O (mod. 2), in eine gerade Menge elementarer Substitutionen y " 2x) 

aufgelöst werden. Wenn nämlich d abs. ^y, so ist es möglich, die ratio- 
nale Zahl -^ in einen Kettenbruch mit lauter geraden Theilnennem Oi, 61, . . . 
»•> K (öl wird null sein, wenn d abs. <Zß)^ deren Menge gerade sein wird, 



zu entwickeln ; und wenn J abs. <C r, so entwickle man — in einen Ketten- 

bruch mit lauter geraden Theilnennern ai, 61, ... a., deren Menge wegen 
der geraden Eigenschaft des Zählers / ungerade sein wird, und nehme 6. = 

als letztes Element hinzu, so kann man nun auch -^ als Werth des Ketten- 
bruchs mit der geraden Menge gerader Theilnenner Oi, 64, ... a., 6. be- 
trachten, was freilich auf dasselbe hinauskommt, wie wenn er nur die 2ii — 2 
Theilnenner ai, 6j, ... 6,.i hatte. Zum Behufe der spatern Betrachtung muss 
ich nun wissen, wie diese ganze Function, die ich Kettenausdruck nenne, 
vollständig entwickelt beschaffen ist. 

2. Ein Kettenausdruck ist eine Summe, die das Product aller seiner 
Elemente und alle diejenigen Producte enthält, die durch Weglassung eines 
oder mehrerer Paare unmittelbar auf einander folgender Elemente entstehen; 
die weggelassenen Paare selbst brauchen nicht unmittelbar auf einander zu 
folgen; ist die Menge der Elemente gerade, so können die weggelassenen 
Paare die Gesamrotheit der Elemente ausmachen, und dann ist 1 als Term 
hinzuzusetzen. Hieraus folgt sogleich a ehe J ^ 1 (mod. 4) ; 

/?h= 61+62 H h*«, y^ai + a H ho» (mod. 8). 

Aber im Folgenden haben wir nöthig, JSa und 2b nicht nur (mod. 8), sondern 
(mod. 1()) durch a, ß, y^ (T darzustellen und zwar so, dass eine Multiplication 
der vier Subslitutionselemente mit —1 die Ausdrücke für 2a und 2b nicht 

ändert. Ist A - - Oi + a^H h«* = -^0^ und bedeutet M die Summe der binären 

Producte im Kotlennusdruck für a, und iV die Summe der temären Producte 
im KoUcnausdruck fir y, so ist « = 1+Jjr, y = yl+A (mod. 16), und A^ M, 
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iV sind resp. durch 2, 4, 8 theilbar; daher ay—A^N+AM (mod. 16). Setzt 
man nun der KQrze wegen Ai^ a2 + ai + "*+a^, -^2 = a3+Ö44--«+a„^ ..., 
^n-2 = o.-i+«»5 ^»-.i = a«, so ist 

N=b,A, (A^A,) + 02 A2 (A-A^) + . • . + 6«.i A^, (^- A-O 

= AM^{b,A]'\-b2Al+'- + b^,ALi). 
Da nun 2AM=0 (mod. 16), so folgt 

A-ay = b^Al+biAl+'-'+b^^^Al^i (mod. 16). 

Aber ^i(-4i— 2)^0 (mod. 8), weil Ai gerade ist, und so fort. Daher auch, 
weil 6i , 62 9 ... b^i gerade sind, 

^-«;^ = 2(6,^i+62^2 + -- + 6-i^n-i) = 2(a-l) (mod. 16); 

und weil a^l (mod. 4), so ist 2^a+l (mod. 4); folglich 2(a — 1)^ 
(a+l)(a — 1) (mod. 16). Also endlich 

Oi + öaH hOn ^ ay-^a^—l (mod. 16), 

ein Ausdruck, der sich nicht ändert, wenn «^ /?, y, J in — a^ — /?, — y, — ^ 
übergehen. Liest man die Reihe der Elemente rückwärts, so hat man ebenso 

6i + 62 + --+6« = «/?+«' -1 (mod. 16). 

3. Wir wollen nun das Modulquadrat x als Function des Verhältnisses 
der zwei Periodicitätsmaasse betrachten und setzen zunächst für die Functions- 
stämme, wenn x noch auf ursprüngliche Weise zwischen und 1 liegt, 

und verstehen im genannten Falle (p{s), xi^)i yi^) positiv. Nach Jacobis 
fondamenta p. 89 ist dann 

wo 12 jede positive ganze Zahl, m jede positive ungerade Zahl bedeutet. Ferner ist 

Befreit man in diesen Formeln das Periodenverhältniss js von der Beschränkung 
lateral (also q von derjenigen reell) zu sein, und setzt abkürzend 

in . in , 
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SO folgt aus denselben sogleich 

Von diesen einfachsten Verwandlungen, aus denen, wenn man ihre Inversionen 
hinzu nimmt, alle übrigen zusammengesetzt werden können, werde ich später 
Gebrauch machen. Jetzt betrachte ich nur diejenigen Verwandlungen, die den 
obigen der Periodicitätsmaasse K{x\ L (o?) entsprechen, wenn x = qP entweder 

-^ Umläufe um 0, oder -- -2- Umlauf e um 1 macht und auf denselben Werth zu- 
rückkehrt ; sie sind, wenn man die dritte Modularfunction vorläufig ausser Acht lässt : 

Man hat also, wenn (^ * ^^ genau dieselbe zusammengesetzte Substitution be- 
deutet wie oben, worin also nicht nur ß^ y gerade sind, sondern namentlich 
auch a ^ 1 (mod. 4), 

wo ^^-2a^ ay+a^— 1, jB ^ — -Sä^ — cf/9+a^ — 1 (mod. 16) vermöge 
der in §. 2 ausgeführten Rechnung. Da nunmehr die Ausdrücke sich nicht 
ändern, wenn die vier Substitutionselemente entgegengesetzt genommen werden, 
so fällt die Bedingung a^l (mod. 4) weg, und nur die Bedingung, dass ß, 
Y gerade seien, bleibt übrig. 

Es giebt für die Exponenten A^ B noch andere Ausdrücke, die ebeu 
so einfach sind wie die soeben gefundenen. Da aJ = /3y+l^l (mod. 4), 
so ist a^ä (mod. 4), folglich a— J entweder ^0 oder ^4 (mod. 8). Im 

zweiten Falle ist aJ^5, daher /?y^4 (mod. 8), folglich sind -|-, -|- ungerade. 

Da nun auch 1" ungerade ist, so folgt /3+a+J^O, y+a+J^O (mod. 4). 
In beiden Fällen hat man also: 

(a~J)(y + a + (y) = 0, {a^d){ß+a + ^) = (mod. 16); 
daher auch 

A = ay + a^-l = ^/J+cT^-l, ß = ^a/3 + a'- 1 = ^ßS+^- 1 ; 
ferner A+B = a(y-ß)=S(y-ß) (mod. 16). Da nun 
aO?y+l)-(y = («'-l)(J = 0, (y(/9y+l)-« = «((J~l)=0 (mod. 8), 
so folgt, wenn man diese zwei Congruenzen mit der geraden Zahl y — ß 



Schläfli, zur Theorie der elliptischen Modutarfunctionen* 365 

multiplicirt, 

A+B = (ß-r)(aßyS) = {ß-y) {ßyd-a) (mod. 16), 

was bei der Verwandlungf der dritten Modularfunction wird benutzt werden. 

4. Sind einmal die Exponenten A^ B bei der Hauptgattung der Sub- 
stitutionen gefunden, so ist das Geschäft bei den fflnf übrigen Gattungen bald 

erledigt. Da 

/1.1\_/ 0.1\/ 1.0\/0.— 1\ 

1,0. i; - V-i.oA-i.iAi. o> 

so findet man mit Hälfe der schon angeführten Ausdrucke für (p\^ j^ etc. 

/ g \ 1 / g \_ _i ;gCg) 

Es sei fortan Z = ^^^^ , ad—ßy = 1. 

Wenn nur ß gerade ist, so ist (t j) = ("Z>f)(i'i)9 wo nun die 
zwei Substitutionselemente y—^^ ß gerade sind. Man hat also 

WO A = l'\-l(y'-d)d+(P^i]=yd, B = ^ßS + ^^i (mod. 16). 

Wenn nur y gerade ist, so ist (y'.j) = (y'.fZy)(o!i)9 wo die zwei 
Elemente ß^a und r gerade sind. Daher hat man 

wo J = ay+«'-l, fi=-l + [-a(/?-«)-«'+l] = -«/? (mod. 16). 

Die drei noch übrigen Gattungen kommen auf die behandelten drei 

zurQck, indem man ("'§) durch (_i'o) ("«"/?) ®''setzt. Man gewinnt fol- 
gende Uebersicht, wo die Gattungen nach Herrn Hermtte beziffert sind, und 
wo durchweg der Modul 16 gilt. 

(I.) ß, Y sind gerade. y(Z) = p^y(a), ;t(2) = C*;c(a), 
A = aY-\-a'-\=yd + d''-\, 5 = -«/9 + a'-l = -/3J+<y*-l, 
A-B = a{ß^Y) = 3{ß+Y\ A+B = [ß-Y){aßy-S) = (/?-y)(/3y^-«). 

(V.) Nur ß ist gerade. q>{Z) = Q^^, ;^(Z) = (,«-^, 

A = Y^> B = aß+o?-\=-ß$^S'-\, 
A-B=aY, A+B = {ß-Y){ßYd-a). 
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(III.). Nur Y i^t gerade. <p{Z) = Q^-^, x{Z) = Q^^y 

A = ay+a''-i = -rd+d'-i, B = -aß, 

A-B^ßd, A-\-B = iß-y) {aßr - ^). 

(II.). a, (f sind gerade. (p{Z) = Q-^xi'^h X i^) = Q° V ('^)i 

A = -yö+f- 1 = ßm+ß^-l, B = -ay+f-i ~ aß + ß'-i, 

A-B~Y {a-S) = -ß{a-d), ^ + B = {a-\-d) {ß-ayd) = (« + <J)(a^J_y). 

(VI.). • Nur a ist gerade. <p{Z) = Q^^y ;c(Z) = P«^, 

A=-yd, B = -ay+y''-iE^-aß+(f-i, 
A-B = ßd, A + B = {a-\-d){ß-ay$). 

(IV.). Nur d ist gerade. cp{Z) = Q^-^, ;f(Z) = p»-|^, 

A^yd+f-i=ßÖ + ß'-l, B = aß, 

A-B = ay, A + B = {a + d){aßd-y). 

Ich unterdrficke die Beweise, die für manche der hier vorkommenden 
Congruenzen noch zu geben wären, da sie den frühem ähnlich werden, wenn 
man die Hauptgattung der Substitutionen herstellt. Die Ausdrücke für A—B 

dienen zur Verwandlung von ^-^■, und diejenigen für A-{-B werde ich so- 
gleich zur Transformation der dritten Modularfunction gebrauchen. 

5. Es sei log £==24 9 ^^^ ^ ^^° inodulo48 zu bestimmender Exponent 
zu £. Aus der vorigen Tafel ersieht man unmittelbar folgende drei Verwand- 
lungsformelu: 

wenn ß, y gerade, oder wenn a, 8 gerade (I, II), v^(Z) = ^^^/(ä), 
wenn nur a, oder wenn nur y gerade (VI, III), yj{Z) = €^ ^^ , 

wenn nur ß^ oder wenn nur J gerade (V, IV), y/ (Z) = «^ ^^—^ • 
Die vorige Tafel giebt (p{z>)x{z) mit einem Factor 

Da nun 3 zu 16 prim ist, so folgt C^A+B (mod. 16), und die Tafel giebt 
hierfür im Ganzen die vier Ausdrücke 

Untersuchen wir dieselben modulo 3, so finden wir, dass alle vier mit 
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einander congruent sind. Unterscheidet man nämlich die drei Fälle: a) wenn 
a J ^ 0, also /3y ^ — 1 ; b) wenn /9y ^ 0, also a J ^ 1 ; c) wenn aJ ^ — 1, 
also /?/^l; so überzeugt man sich leicht, dass jeder der vier Ausdrücke 
wird: a) ^ß{a + S)^ b) ^— a(/3— y), c) ^0. Es ist ferner klar, dass 
modulo 3 die Nenner (p{z\ /(js) auf C keinen Einfluss ausüben, da ihre Ver- 
wandlungen nur Potenzen von q = e^ mit sich führen. Man braucht daher nur 
einen der vier Ausdrücke, z. B. (a'\'d){aßd — y) zu betrachten. Behält er, 

wenn man eine der zwei Substitutionen f ^ 'q) und (^ * ^), aus denen und 
deren Inversion man alle Substitutionen zusammensetzen kann, der vorliegenden 
(^ d) voranschickt, jedes Mal seine Form, und ist er für die identische Sub- 
stitution richtig, so ist er überhaupt richtig. Bei (q' ^^ ist der Ausdruck ^ 0, 
wie essein soll. Lässt man (_|"q^ der Substitution (y j) vorangehen, er- 
setzt demnach «^ /?, y, d resp. durch y^ d^ —er, —ß, so geht der Ausdruck 
in (ß—Y){ßYS'-a) über, hat also seinen Werth mod. 3 nicht geändert, was 

mit t//^— -^) = V^(Z) übereinstimmt. Lässt man \/ /) vorangehen, ersetet 

demnach y, d resp. durch j'+a, ^ + Ä so möge C (so will ich den fraglichen 
Ausdruck für den Augenblick bezeichnen) in D übergehen. Da v^(l+Z) = «^7^» 
so ist zu prüfen, ob D^C+l sei. Man hat 

D = {a+d^ß){aßd^Y + a{ßl'^\% 
D^C-ai^+ßr = a{ß''-i){a+2d+ß) = D-C-i; 

da ß(ß'-i) = 0, so folgt D-C-l=a(/3'~l)(a-(y). Wenn /3 = 0,.ßO 
ist a — J^O; wenn ß nicht ^0, so ist y?'— 1^0. Also ist stets Z> — C— 1^0. 
Demnach sind obige vier Ausdrücke für C nicht nur mod. 16, sondern auch 
mod. 3 richtig, und man hat folgende Tafel für die Verwandlungen der drittea 
Modularfunction : 

(I, II) V (Z) = «^V (a) , (VI, III) v^ CZ) = 6^ ^ , (V, IV) v^ (Z) = 6^^ , 

wenn « gerade (II, VI), C^(a + d)(ß- ayS), 

wenn /? gerade (I, V), C=(jS-r) {ßyd - «), ^^^^ ^^^ 

wenn y gerade (I, III), C^(ß—y)(aßy—d)^ 

wenn <? gerade (IF, IV), C = (a + (J) {aßd - y). 

6. Werden die zwei Periodicitätsmaasse 2K, 2iK' als Functionen ihres 
Verhältnisses s betrachtet und mit K{z)^ L{z) bezeichnet, so kann man die 

47* 
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den sechs SubstitotioDsgattungen entsprechenden Verwandlungen des ersten 
Periodicitätsmaasses, wie folgt, darstellen: 

(1, 11) (VI, III) (V, IV) 

K{Z)=:i^{a+ßz)K{z\ =fV(«)(«+/?«)Ä(Ä), =fVW(«+/5«)^(«), 



(I) E = ce-l=J-l (mod. 4) 

(ll)E = ^ß = r 



(VI) E=r 

(in.) E = a^l 



(V) js=(y-i 

(IV) E = -ß 



Diese leicht zu beweisende Tafel soll den §. 1 ergänzen. 

7. Ich erlaube mir noch eine Bemerkung über solche Transformationen 
der dritten Modularfunctiou, wo das Substitutionsmaass eine ungerade Zahl n ist, 
dass nämlich die Relationen zwischen yj{ss) und y^{nz\ wenn n nicht durch 3 
theilbar ist, eine einfächere Gestalt haben, als diejenigen zwischen q){i) und 
q>{nz). Es sei 

« = 24v^(ä), t = 2iy;{m), 
so hat man: 



für i» = 5, 
für » = 7, 






ttr »=11, '-^ + ((")'-©')-ll(C.')'-(|)') + «("-|)=0, 



fflr »t=13, 



•"+'" +,3i::#!+52fji±+78'-ii:+((.,).-(i)-) = o. 



J8 



«*< 



«..=ir, f:^_34i:itii+'-iü:[ir((^).+(i)>ii9] 

-((")*+©")+34((.«)'+(|)')+840 = 0, 

+^[l9((-)'+©-)-95] 

+ (('0'-(^y)+38((./)'-(|-)")=0. 

Wenn dagegen der ungerade Multiplicator n durch 3 theilbar ist, so 
hat man eine Relation zwischen y^{ss) und yJ^{nz)^ die um nichts einfacher 
ist als diejenige zwischen q){z) und (p(nz). Es sei 

S = 2v^(ä), T = 2v/^(na), 
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SO hat man: 

für 11=3, ?^ + ST-^ = 0, 

CK I Tl> CflO t TIO 



ST Ol 

für« = 9, l^+28^4-+298-^J^+1548-^g±i- 

+ 4383-^^+^^[-((ST)«+(-^y) + 7704] 

-((Sr)*+(^y) + 9324 = 0. 
Bern, 31. Jnli 1870. 
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l'ebfrr die SieinerHchen S&tze von den Doppel- 
tangenten der Curven vierten Grades. 

(Von Herrn Geiser in Zürich.) 



\Jbschon dorch die aDalytischen Untersuchungen der Herren Hesse *)^ 
Cleh$ck ** und Aronhold *** auch die syniheiische Behandlung der Doppel- 
tangenten einer ebenen Cnrve vierten Grades wesentlich gefördert worden 
ist. «o hat man doch eine Ableitong der von Steiner -j;-) ohne Beweis gegebenen 
Resultate auf geometrischem Wege noch nicht versucht. Der nachfolgende Auf- 
satz füllt wenigstens für die Hauptsätze die angegebene Lücke aus, indem er 
den von Steimer im 47. und 49. Bande dieses Journals gegebenen Andeutungen 
folgt, and sich namentlich auf die in der oben citirten Abhandlung des Herrn 
Aromkoid enthaltenen 3Iethoden stutzt. — Dass in der That die Theorie der 
Kegelschnitte, welche eine Curve vierten Grades in vier Punkten berühren, 
den Ausgangspunkt der S/ei/ierschen Betrachtungen gebildet haben, geht neben 
den unzweifelhaften innem Gründen auch aus einer gelegentlichen Mittheilung 
s Herrn Prof. Sckläfli Tder mit Sleiner selbst den Gegenstand mehrfach be- 
ben^ an den Verfasser hervor. 



I. 
Jeder Punkt in der Ebene einer Curve dritten Grades bestimmt mit 
derselben eine erste Polare (einen Kegelschnitt) und eine zweite Polare (eine 
Genide^: wenn die erste Polare des Punktes p in Bezug auf die Curve Cj 
durvh den Punkt // geht, so geht die zweite Polare von 77 durch p. Be- 
wegt sich p auf einer Geraden G^ so beschreibt die erste Polare ein Kegel- 
schttittbüsohoU wahrend die zweite Polare sich als Tangente eines Kegelschnitts 
fv^rtschiobt. In der That gehen durch einen beliebigen Punkt 77 nur zwei 
der «\UMteu IVIart^n, die den Punkten auf G entsprechen, nämlich diejenigen, 
welche de« SchniHpunklen von G mit der ersten Polaren von 77 zugehören. 

»«*^ l'ciluior MouAtsboriol te Juli iSol. 
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Sei ausser der Curve C^ noch ein beliebiger Kegelschnitt K gegeben, 
so erzeugt jeder Punkt p auf K eine erste Polare nach C3. Von diesen 
Polaren gehen je zwei durch einen beliebigen Punkt 11, nämlich diejenigen, 
welche den Schnittpunkten der zweiten Polaren von 17 mit K entsprechen. 
Wenn p sich continuirlich auf K bewegt, so verändert sich auch seine erste 
Polare continuirlich und umhüllt also eine gewisse Curve. Die Punkte der- 
selben sind die Durchschnittspunkte von unendlich benachbarten ersten Polaren, 
die jeweilen unendlich nahe aufeinanderfolgenden Punkten auf K zugehören. 
Irgend eine dieser ersten Polaren berührt die Umhüllende in den vier Punkten, 
welche sie (die Polare) mit der nächstfolgenden gemein hat, so dass also zu 
der Umhüllenden unendlich viele Kegelschnitte gehören, welche sie in vier 
Punkten berühren. 

Es ist gezeigt worden, dass von der ersten Polaren der Punkte auf K 
je zwei durch einen beliebigen Punkt IT gehen; wenn dieselben zusammen- 
fallen, so ist IT ein Punkt der Umhüllenden. Dies tritt ein, wenn die zweite 
Polare von IT den Kegelschnitt K berührt. Daraus lässt sich die Anzahl der 
Punkte auf einer Geraden ff bestimmen, welche der Umhüllenden angehören; 
denn wenn IT sich auf g bewegt, so beschreibt seine zweite Polare einen 
Kegelschnitt, welcher mit K vier gemeinschaftliche Tangenten hat; die Um- 
hüllende ist also vom vierten Grade. Dieselbe Curve wird punktweise erzeugt, 
indem man bedenkt, dass es vier Punkte (Pole) giebt, welche als zweite 
Polaren nach C^ eine gegebene Gerade erzeugen. Wenn sich nun eine 
Gerade als Tangente an K bewegt, so beschreiben ihre vier Pole die vorhin 
erwähnte Curve vierten Grades. 

IL 

Die abgeleiteten Resultate zeigen, dass man vermittelst eines Kegel- 
schnittes und einer Curve dritten Grades zu einer einfachen Erzeugung von 
Curven vierten Grades gelangt. Es ist nun noch zu beweisen, dass jede 
Curve vierten Grades C» auf die angegebene Weise dargestellt werden kann. 

Aus der Existenz von 28 Doppeltangenten, welche zu je zweien einen 
speciellen Kegelschnitt bilden, folgt zunächst für die allgemeine Curve vierten 
Grades, dass es wirklich Kegelschnitte giebt, welche sie in vier Punkten be- 
rühren. Sei k ein solcher Kegelschnitt, dessen Berührungspunkte mit C« resp. 
bi^b^^bi^ 64 heissen mögen, ferner sei ki ein Kegelschnitt, welcher 61, 62? ^39 64 
enthält und ausserdem C4 noch in /?i, /?2, ß^^ ß^ schneidet, so existirt immer 
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ein Eegelschnit Atj, welcher C« in den letztgenannten vier Punkten berührt. 
Zum Beweise benutzt man den Satz, dass jede Curve vierten Grades, welche 
durch 13 von den 16 Schnittpunkten zweier anderer Cnrven vierten Grades 
geht, auch die drei übrigen enthält, oder, was für den vorliegenden Fall ge- 
nügt, den Specialsatz: Wenn von den 16 Schnittpunkten zweier Curven vierten 
Grades acht auf einem Kegelschnitt liegen, so sind die acht andern auf einem 
zweiten Kegelschnitt gelegen. Die beiden Curven vierten Grades Ct und der 
doppelt gedachte Kegelschnitt k^ schneiden sich in 16 Punkten, die ans den 
doppelt gelegten Punkten 6|, 62, 639 ^4? ßi^i ßi^ A? ß* bestehen. Von diesen 
liegen die acht ersten, die b, auf dem Kegelschnitt k, welcher C« in ihnen 
berührt, also liegen die acht andern auf einem neuen Kegelschnitte Ar2, welcher 
C4 in den Punkten ß berührt. 

Da der Kegelschnitt ki durch die Punkte b beliebig gelegt werden kann, 
so folgt, dass es unendlich viele Kegelschnitte giebt, welche mit k und ki die 
Eigenschaft theiien, die C« in vier Punkten zu berühren, und da man statt 
von k auch von jedem der andern analogen Kegelschnitte ausgehen kann, so 
ergiebt sich, dass man in den mannigfachsten Weisen diese Kegelschnitte er- 
zeugt, sobald ein einziges Doppeltangentenpaar als existirend vorausgesetzt wird. 

Um in dieses Chaos Ordnung zu bringen, sollen zwei Kegelschnitte 
kl und k[ betrachtet werden, welche beide durch bib2bib^ gehen und die C« 
ausserdem noch resp. in ßiß^ßzß^'i ßißißzß'^ treffen, so dass nun neben kz 
ein neuer Kegelschnitt k'2 auftritt, welcher C4 in den Punkten ß' berührt. Es 
bilden ferner A^ und k^ zusammengenommen eine Curve vierten Grades, welche 
mit C4 ein Büschel erzeugt, dessen Grundpunkte aus den ß und ß', sowie den 
doppeltgelegten b besteht; es müssen sich deshalb die sämmtlichen Curven 
desselben in den b berühren. Da aber die acht Punkte, welche durch die b 
repräsentirt sind, in dem Kegelschnitt k liegen, so müssen die Punkte ß und ß' in 
einem andern Kegelschnitte k'2 liegen. Gestützt auf diese Eigenschaft kann 
man zeigen, dass alle Kegelschnitte, welche in die Betrachtung eintreten, seien 
sie nun von der Art der ky ki^ k^ oder von der Art der Ati, fti, Ari', einem 
und demselben Kegelschnittnetze angehören. Das Netz ist durch die drei Kegel- 
schnitte ky Ati, Atj, welche nicht demselben Büschel angehören, vollkommen 
bestimmt; M als dem Büschel {kki) entnommen ist jedenfalls im Netze {kk^ki) 
enthalten, ebenso der Kegelschnitt Ar^', weil er dem Büschel {k^ki) angehört, 
durch dessen Grundpunkte ß er geht. Da nun A:^ durch die Schnittpunkte ß* 
von Arj und kl geht, so ist er im Büschel (AriAri) enthalten und demzufolge 
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ebenfalls ein Kegelschnitt des Netzes {kk^kx). Man kommt also, durch welcher- 
lei Combination man auch von k aasgehe, niemals aas dem Netze heraus, das 
durch irgend drei nicht demselben Büschel angehörende, in die Betrachtung 
eintretende Kegelschnitte bestimmt ist. 

III. 

An den gefundenen Satz anschliessend kann man von einer Entwick- 
luog über Kegelschnittnetze Gebrauch machen, welche Herr Cremona der 
deutschen Ausgabe seiner ^Iniroduzione^^ (pag. 274) beigefügt hat. Es wird 
dort nämlich gezeigt, dass die Kegelschnitte eines Netzes stets als die ersten 
Polaren sämmtlicher Punkte der Ebene in Bezug auf eine vollkommen ein- 
deutig bestimmte Curve dritten Grades angesehen werden können. Sei C^ diese 
Curve für das Netz (Ar^iAs), so ist leicht einzusehen, dass die in vier Punkten 
berührenden Kegelschnitte der C4, von deren Betrachtung der §. II. ausgegangen 
ist, die ersten Polaren von Punkten einer gewissen noch zu bestimmenden 
Curve Cx in Bezug auf C3 sind. 

Um die gesuchte Curve zu erforschen, bemerke man, dass den Punkten 
einer Geraden, als Pole aufgefasst, solche erste Polaren nach C^ entsprechen, 
die ein Büschel bilden; der Grad von C^, stimmt also überein mit der Anzahl 
der die C| in vier Punkten berührenden Kegelschnitte, die in einem Büschel 
des Netzes (äÄiAj) enthalten sind. Wenn nun 61, 629 63, 64 die Berührungs- 
punkte eines solchen Kegelschnittes k sind, so bilden sie gleichzeitig die Grand- 
punkte eines dem Netze angehörigen Büschels, der kein analoges Glied mehr 
enthält, d. h. auf der Geraden ^, welche die Pole der Kegelschnitte des 
Büschels enthält, liegt nur ein einziger Punkt von C^- Dieser kann freilich 
aus mehreren zusammengefallenen bestehen, so dass nicht nothwendiger Weise 
x = i sein muss; es ist dann die Gerade g^ wenn sie nicht zufälliger Weise 
einen vielfachen Punkt von C^ enthält, eine Tangente derselben*). 

Da aber durch successives Verschieben der Punkte b immer neue 
ebenfalls continuirlich sich an einander schliessende Geraden g als Tangenten 
von C^ entstehen, und jede derselben ausser dem Berührungspunkte keinen 
weitern Punkt mit der genannten Curve gemein hat, so ist x = 2. 

Damit ist man auf die Sätze in §. I. zurückgeführt und weiss nun, dass 
die aligemeinste Curve vierten Grades C^ erzeugt werden kann als Umhüllende 



*) In der That kann x nicht = 1 sein, weil sonst alle in vier Funkten die C^ 
berührenden Eegelscbnitte ein Büschel bilden würden^ was unmöglich ist. 
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der ersten Polaren aller Punkte (d. h. nach der Steinerschen Bezeichnun^s— 
weise als Polarenveloppe) eines Kegelschnittes C2 in Bezug auf eine Curve 
dritten Grades C^; jede der ersten Polaren, welche sämmtlich Kegelschnitte 
sind, berährt die C4 in vier Punkten. Durch alle möglichen Combinationen 
dieser Kegelschnitte zu zweien können Büschel erzeugt werden, welche das 
ganze Netz der ersten Polaren erschöpfen. Sei ki irgend ein Kegelschnitt 
des Netzes, so hat derselbe mit C4 acht Punkte gemein, von denen einer mit 
6| bezeichnet werde. Vom Netze geht ein ganzes Bäschel durch bi , in diesem 
ist ein Kegelschnitt k enthalten, welcher C4 ausser in 61 noch in drei andern 
Punkten 62, 63, 64 berührt. Die Punkte b sind die Grundpunkte des Büschels, 
so dass sie auch auf ki liegen. Wenn ki der C4 ausser in den b noch in 
ßi9 A? Ä, ßi begegnet, so wird in diesen Punkten ein Kegelschnitt Äj die 
C4 berühren: Es ist also das Netz so beschaffen, dass jeder seiner Kegel- 
schnitte die C4 in acht Punkten schneidet, welche in zwei Gruppen von vieren 
zerfallen, in deren jeder ein Kegelschnitt die C4 berührt. 

[lieber mehrere in diesem § vorausgesetzte Sätze von den Kegel- 
schnittbüscheln und -netzen vergleiche man den von Herrn Schröter heraus- 
gegebenen II. Band der Steinerschen Vorlesungen.] 

IV. 

Von dem jetzt gewonnenen Standpunkte aus, welcher die Sätze über 
die Doppeltangenten der Curven vierten Grades auf die Theorie der Curven 
dritten Grades zurückführen lehrt, geht die synthetische Betrachtung wesentlich 
denselben Weg, wie die bereits citirten analytischen Entwickelungen der Herren 
Aronholdj Clebsch und Hesse, Es genügt also, nur die Hauptresultate hervor- 
zuheben, deren nähere Ausführung an der Hand der „Introduzione^ des Herrn 
Cremona keine weitern Schwierigkeiten bietet. 

Sei Gl die Polarenveloppe von Co in Bezug auf C3, bezeichnet man 
ferner mit G3 die Hesse - Steinersche und mit A3 die Cayleysche Curve der 
C3, so findet man zunächst, dass den sechs Schnittpunkten Si . . . Sq von C2 
und G3 solche erste Polaren nach C3 entsprechen, welche je aus einem Doppel- 
tangentenpaar der C4 bestehen. Einer der sechs Punkte 5 bildet mit dem 
Mittel- oder Schnittpunkte p des ihm zugehörigen Doppeltangentenpaares ein 
Paar conjugirter Pole der C3 . Da nun die conjugirten Pole von sechs Punkten 
der C3 , welche gleichzeitig einem Kegelschnitte angehören, wieder auf einem 
Kegelschnitte liegen, so gilt diese geometrische Eigenschaft namentlich auch 
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von den sechs Punkten p. Seien m und n^ m' und u' die fierAhruugfipunkt« 
eines der sechs Doppeltangentenpaare {t^f)y so kann man annehmen y wie 
leicht aus Früherem zu folgern ist, es gehöre (t, () einem Bflüchel von ersten 
Polaren nach C3 an, dessen Grundpunkte m und n^ m* und h iteien, Uie Pole 
dieser ersten Polaren liegen dann auf der Tangente, welche in dem xuge« 
hörigen Punkte S an C^ gelegt werden kann^). Dem UAüchel gehören alu 
specielle erste Polaren die Linienpaare \mm\ nn! \ und | mH\ um \ m , deren 
Mittelpunkte q und r ebenfalls auf TV, liegen, so daim von dieiter (*urve 
6j9 + 69 + 6r= 18 Punkte bekannt sind. Die Doppeltangentenpaare (/,/') so 
wie die Linienpaare \mm\nn'\^ \mu\nm*\ berOliren Kj, man kann demnaeb 
von A3 sofort 36 Tangenten angeben. 

Da man nach §. IL und IIL durch die Wahl eines bestimmten DoppeU 
tangentenpaares der Curve vierten Grades auch 'in einer vollkommen bestimmten 
Erzeugung der C« als Polarenveloppe eines Kegelschnitts in llezug auf eine 
Curve dritten Grades geführt wird, welche im Ganzen nur sechii der !t7H Paare 
liefert, so ergiebt sich, dass 63 verschiedene Arten der Erzeugung einer mA 
derselben Curve vierten Grades möglich sind. Die hierbin gehörigen mm'* 
binatorischen Sitze sind bei Herrn Heime sehr ausführlich erörtert 5 so dasf 
ein näheres Eintreten fiberflOssig ist. 

Es mag noch bemerkt werden, dn$$ zu einer festim Curve Ar\iim 
Grades C^ unendlich viele Cnrven vierten Grades als Polaren velof^en von 
Kegelschnitten gefunden werden können, oAmlicb eine zu Jedem Kegels#^bnfU# 
der Ebene. Alle so bestimmten C^ beben die Klgenscbafi, des» in Jeder ein# 
Gruppe von sechs Doppeltangenten existirt, welche 4U» (Uiffi^tff^kif Curve /(^ 
von C\ berühren; die übrigen DoppeltMgentifn können ebisrf die genz#rKbe«l# 
bedecken. Es giebt unter den 6\ solche iffm bes^/nderer Ari^ % H 4i^jimii(0ß^ 
welche Kegelschnitten entsprechen, die mit dtff lh$$4^%4!kim (ynn^f 0^ ¥m fS^ 
eine einfache Berfthrang in drei von etaanilef versdU^fdi^iiM^ l'fmkUm i^iftfi^d^^m^ 
oder diejenigen, die ans KegeiscbniUen bisrfvorgeh^m^ w^i^ O^ i$$ fmifUk m^ 
sammenfallenden Pnnkten schneiden. 

Man kau ferner alle Cnrven C^ mnUfnmskim^ 4i^ iUm UifH^Hf^mittäfm 
eines Büschels entsprechen: dieMiben hertkreB 4k vkr ^m^Um f^Mmm madk 
Ct. welche den Grandpnnklen evtspredbea^ Je iai 4 f$mkUm. Va k^mm^ m^ 

*) Der ScLnittponkt irgni zweier ietr U^iAim^kUw l'impmf^m *A» ^^^ *jr/^H^ 
eine erste PoUre, welcLe die zcht B^rtkrii^^pftmkfA: ^vv* ücfl^^ww *(i^r l^>Wj^^>*tlku>4^J*iUt*4*- 
eathik. 
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der ersten Polaren aller Punkte (d. h. nach der Steinerschen Bezeichnungs- 
weise als Polarenveloppe) eines Kegelschnittes C2 in Bezug auf eine Corve 
dritten Grades C3; jede der ersten Polaren, welche sämmtlich Kegelschnitte 
sind, berührt die C4 in vier Punkten. Durch alle möglichen Combinationen 
dieser Kegelschnitte zu zweien können Büschel erzeugt werden, welche das 
ganze Netz der ersten Polaren erschöpfen. Sei ki irgend ein Kegelschnitt 
des Netzes, so hat derselbe mit Ci acht Punkte gemein, von denen einer mit 
6i bezeichnet werde. Vom Netze geht ein ganzes Büschel durch 6| , in diesem 
ist ein Kegelschnitt k enthalten, welcher C4 ausser in bi noch in drei andern 
Punkten 62, 63, 64 berührt. Die Punkte b sind die Grundpunkte des Büschels, 
so dass sie auch auf ki liegen. Wenn ki der C4 ausser in den b noch in 
ßi9 A) ßit ß* begegnet, so wird in diesen Punkten ein Kegelschnitt ^2 die 
C4 berühren: Es ist also das Netz so beschaffen, dass jeder seiner Kegel- 
schnitte die Ci in acht Punkten schneidet, welche in zwei Gruppen von vieren 
zerfallen, in deren jeder ein Kegelschnitt die C4 berührt. 

[lieber mehrere in diesem § vorausgesetzte Sätze von den Kegel- 
schnittbüscheln und -netzen vergleiche man den von Herrn Schröter heraus- 
gegebenen II. Band der Steinerschen Vorlesungen.] 

IV. 

Von dem jetzt gewonnenen Standpunkte aus, welcher die Sätze Ober 
die Doppeltangenten der Curven vierten Grades auf die Theorie der Curven 
dritten Grades zurückführen lehrt, geht die synthetische Betrachtung wesentlich 
denselben Weg, wie die bereits citirten analytischen Entwickelungen der Herren 
Aronhold^ Clebsch und Hesse. Es genügt also, nur die Hauptresultate hervor- 
zuheben, deren nähere Ausführung an der Hand der „Introduzione^ des Herrn 
Cremona keine weitern Schwierigkeiten bietet. 

Sei Gl die Polarenveloppe von Co in Bezug auf C3, bezeichnet man 
ferner mit G3 die Hesse - Steinersche und mit A3 die Cayleysche Curve der 
C3, so findet man zunächst, dass den sechs Schnittpunkten Si...Sq von Cj 
und 63 solche erste Polaren nach C3 entsprechen, welche je aus einem Doppel- 
tangentenpaar der C4 bestehen. Einer der sechs Punkte S bildet mit dem 
Mittel- oder Schnittpunkte p des ihm zugehörigen Doppeltangentenpaares ein 
Paar conjugirter Pole der C3 . Da nun die conjugirten Pole von sechs Punkten 
der C3, welche gleichzeitig einem Kegelschnitte angehören, wieder auf einem 
Kegelschnitte liegen, so gilt diese geometrische Eigenschaft namentlich auch 
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von den sechs Punkten p. Seien m und n^ m' und n' die Berührungspunkte 
eines der sechs Doppeltangentenpaare {t, If) , so kann man annehmen , wie 
leicht aus Fräherem zu folgern ist, es gehöre {t^ t') einem Bfischel von ersten 
Polaren nach C3 an, dessen Grundpunkte m und n, m! und n' seien. Die Pole 
dieser ersten Polaren liegen dann auf der Tangente, welche in dem zuge- 
hörigen Punkte S an C2 gelegt werden kann*). Dem Büschel gehören als 
specielle erste Polaren die Linienpaare \mm',nn'\ und \mn',nm'\ an, deren 
Mittelpunkte q und r ebenfalls auf G^ liegen, so dass von dieser Curve 
6p + 6gr+6r = 18 Punkte bekannt sind. Die Doppeltangentenpaare (t^t') so 
wie die Linienpaare j mm!, ni»' { , | mn', nm \ berühren K^ , man kann demnach 
von A3 sofort 36 Tangenten angeben. 

Da man nach §. IL und lU. durch die Wahl eines bestimmten Doppel- 
tangentenpaares der Curve vierten Grades auch zu einer vollkommen bestimmten 
Erzeugung der C4 als Polarenveloppe eines Kegelschnitts in Bezug auf eine 
Curve dritten Grades geführt wird, welche im Ganzen nur sechs der 378 Paare 
liefert, so ergiebt sich, dass 63 verschiedene Arten der Erzeugung einer und 
derselben Curve vierten Grades möglich sind. Die hierhin gehörigen com- 
binatorischen Sätze sind bei Herrn Hesse sehr ausführlich erörtert, so dass 
ein näheres Eintreten überflüssig ist. 

Es mag noch bemerkt werden, dass zu einer festen Curve dritten 
Grades C3 unendlich viele Curven vierten Grades als Polarenveloppen von 
Kegelschnitten gefunden werden können, nämlich eine zu jedem Kegelschnitte 
der Ebene. Alle so bestimmten C4 haben die Eigenschaft, dass in jeder eine 
Gruppe von sechs Doppeltangenten existirt, welche die Cayleysche Curve K^ 
von C3 berühren ; die übrigen Doppeltangenten können aber die ganze Ebene 
bedecken. Es giebt unter den d solche von besonderer Art, z. B. diejenigen, 
welche Kegelschnitten entsprechen, die mit der Hesseschen Curve G3 von C^ 
eine einfache Berührung in drei von einander verschiedenen Punkten eingehen, 
oder diejenigen, die aus Kegelschnitten hervorgehen, welche 63 in sechs zu- 
sammenfallenden Punkten schneiden. 

Man kann ferner alle Curven C4 untersuchen, die den Kegelschnitten 
eines Büschels entsprechen; dieselben berühren die vier ersten Polaren nach 
C3, welche den Grundpunkten entsprechen, je in 4 Punkten. Es kommen zu- 

*) Der Schnittpunkt irgend zweier der bezeichneten Tangenten an C, erzeugt 
eine erste Polare, welche die acht Berührungspunkte von zweien der Doppeltangenten- 
paare enthält. 
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ten Grades ist, die sich eindeutig and reciprok aaf eine ebene Curve vierten 
Grades beziehen lässt, d. h. so, dass jedem Punkt der einen Curve stets ein . 
und nur ein Punkt der andern zugeordnet ist. Seien JP29 Fi^ F^ drei nicht 
demselben Bflschel angehörige Flächen des Bändels, so kann man einem Ver- 
fahren, das dem von Herrn Cremona bei der schon in §. III. erwähnten Unter- 
suchung Ober Kegelschnittnetze angewandten nachgebildet ist, entnehmen, dass 
dieselben stets als erste Polaren einer Fläche Fi angesehen werden dürfen. 
[Dies ist sogar auf unendlich viele Weisen möglich, deren jede eine andere 
Fläche dritten Grades bestimmt; im Nachfolgenden benutzen wir aber nur eine 
einzige der Flächen F3]. Werden nun mit j9^ p\ p" die Pole bezeichnet, deren 
erste Polaren nach F3 resp. F^F^F^ sind, so kann man die sämmtlichen Punkte 
n der Ebene pp'p'* projectivisch auf die sämmtlichen Flächen des Flächen- 
bflndels zweiten Grades beziehen und zwar so, dass einem Punkte n seine 
erste Polare nach F3 zugeordnet ist. Diejenigen Punkte n, deren erste Polaren 
in Kegelfläcben ausarten, bilden eine Curve vierten Grades d, welche, wie 
ans den Sätzen des Herrn Hesse hervorgeht, nicht specieller Natur ist, sondern 
bei gehöriger Wahl von F2F2F2 und durch allfällige projectivische Verwand- 
lung jede beliebige Curve vierten Grades sein kann. Wie schon bemerkt, ist 
sie eindeutig und reciprok auf die Kegelmittelpunktcurve bezogen und ent- 
sprechende Punkte der beiden Curven sind reciproke Pole in Bezug auf F3. 
Es muss also die C^ auf der Kernfläche F4 der Fläche F3 liegen, d. h. : Jede 
Curve vierten Grades kann als ebener Schnitt einer Steinerschen Kernfläche 
in Bezug auf eine Fläche dritten Grades dargestellt werden. Das Pentaeder 
der F4 schneidet auf der Ebene der C4 ein Fünfseit aus, das dieser Curve 
eingeschrieben ist, es ergiebt sich also, in Folge der oben gemachten Be- 
merkung Ober die unendlich vielen F3 die zu einer C4 gehören, und welche 
demnach auch unendlich viele F4 nach sich ziehen, dass der allgemeinen Curve 
vierten Grades unendlich viele Fänfseite eingeschrieben werden können. 

Zürich, den 15. Juli 1870. 
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